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第５章 太陽ニュートリノ振動
ニュートリノ振動は、生成時・観測時と飛行時の状態が違うことにより発生し、

 生成されるニュートリノ ( ), ,e m tn n n は、組になる ( ), ,e m t- - - を観測することで、

( ), ,e m tn n n として観測される。

 ( ), ,e m tn n n ：フレーバーニュートリノ（flavor neutrino）と呼ばれる

 弱い相互作用：
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 生成されるニュートリノ ( ), ,e m tn n n は、生成された瞬間に違う状態 ( )1 2 3, ,n n n に変

貌し、量子力学に従って時間経過し飛行する。

 ( )1 2 3, ,n n n ：質量固有状態ニュートリノ（neutrino mass eigenstate）と呼ばれる。

 量子力学：
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 【2 世代の例】
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とまとめられる。原因は、ニュートリノの質量を直接観測できないことに依る。模式図で

表わすと、
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太陽ニュートリノは、太陽内の核融合で生成される電子ニュートリノで、太陽から放出さ

れ、地球上のニュートリノ観測所で観測される。量子力学による飛行時には、通常、ニュ
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ートリノは、宇宙空間などで、自由に飛行できる（真空中の飛行）。ところが、太陽内部の

飛行では、大量の電子が存在するため、 " "e ee W en n- - -+ ® ® + 等が頻繁に起こり、電子ニ

ュートリノの飛行の仕方に無視できない影響を与えることがわかっている（物質中の飛行）。

その結果、真空中のニュートリノ振動理論に大幅な変更が加わる。1

Ⅰ.太陽ニュートリノ

太陽の中での核融合反応によりニュートリノが生成される。弱い相互作用で生成される

ニュートリノは電子ニュートリノになる。とくにボロン 8（8B）から生成される電子ニュー

トリノを地球上で観測ターゲットにする。そのエネルギーは太陽の標準モデルにより 1～10 
MeV であり、このエネルギーのニュートリノが観測にかかるように実験機器を設定してお

く。ニュートリノの飛行距離は、太陽と地球の距離の約 1011ｍである。

太陽ニュートリノ観測結果によると、地球にくるニュートリノの数が太陽の標準模型よ

りの期待する理論値のニュートリノの数の約半分（スーパーカミオカンデ観測）であるこ

とが示された。

1
2

=
電子ニュートリノ数の観測値

約
電子ニュートリノ数の理論値

(5.1)

1968 年にデービスにより最初に発見された太陽ニュートリノ振動

2000 年にスーパーカミオカンデにより再確認された太陽ニュートリノ振動

                                                  
1 Lincoln Wolfenstein (1978)により提案され、Stanislav P.Mikheyev と Alexei Y.Smirnov (1986)によって太陽内の

ニュートリノ振動にも拡張され、MSW 効果と呼ばれる
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太陽ニュートリノの飛来の様子は、太陽から放出された電子ニュートリノが宇宙空間を飛

行する。その様子を、模式図で表わすと・・・
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である。【3 年次プレゼミ：第３章 ニュートリノ振動：理論】より
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なる。大雑把に

2 2m mnD  (5.3)

とすると、ニュートリノの質量として
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になる。残念ながら、この振動は、実験結果から排除された。

Ⅱ.電子ニュートリノと太陽内電子群

弱い相互作用はW m± や Z m との相互作用で記述される。この相互作用の内、太陽内部の物

質（電子 e- ・陽子 p・中性子n）とニュートリノ , ,e m tn の相互作用は、
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(5.5)

である。太陽中では、

 核融合にて生成される電子ニュートリノ en

が対象になるニュートリノである。太陽内部では核融合の過程で en が放出され、太陽内を

飛行し始める。その結果、

 太陽内を飛行するニュートリノは、 , ,e m tn

である事が分かる（【問題１】何故、「太陽内を飛行するニュートリノは、 , ,e m tn 」を説明せ
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よ）。(5.5)の中で、反応後に , ,e m tn が表れるのは " "e n W e pn - -+ ® ® + を除いた反応で、
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と図示できる。この反応を見積もるには、【第４章：SU(5)統一模型】(4.96)で用いた方法で、

,W Zボゾンの影響を、 ,W Zボゾンが届く有効距離内の効果として取り入れる。そして、太

陽内にいる膨大な数の電子、電子密度 en は、

3 23100 / cm :  6 10e A An N N» ´ = = ´アボガドロ数 (5.6)

程度である、の影響を評価する。

W ボゾンと電子ニュートリノ

まず、Wボゾンを媒介にする en と電子の反応
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を調べる。【第２章：SU(3)c×SU(2)L×U(1)Y模型】(2. 91)より、該当箇所が
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と表わせる（【問題２】(5.9)を導け）。ここで、【第２章：SU(3)c×SU(2)L×U(1)Y模型】で調

べた性質：
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 5 51 1,  
2 2L eL ee eg gn n- -- +

= = ･･･【問題１４】の結果より (5.10)
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を用いると、(5.9)において
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がわかる。従って、(5.9)は、
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になる（【問題３】(5.14)を導け）。 en と電子の反応への効果として、【第４章：SU(5)統一模

型】(4.95)を参照にして、Wボゾンの交換距離として

W

r
m c

=
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を得る。【第４章：SU(5)統一模型】(4.96)を参照にして、Wボゾンの相互作用の強さ（結合

定数）の
2 2
g

を用いて、
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を得る。この効果は、模式図的に、
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と表わせる。この模式図から、Wボゾンによるラグランジアン密度を WL とすると・・・
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と表す。ベータ崩壊のデータから、その大きさは、
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である（【問題４】(5.19)の次元 2GeV- 、つまり、 2[E]- を説明せよ）。更に、(5.19)から

2 80.43 GeVWm c = (5.20)

を得る（【問題５】 ( )2sin sin 0.23W We q q= =g 及び【第５章：SU(5)統一模型】脚注 1 にある

2 / 4e ca p=  の値： 1 128a - = を用いて、
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の数値から(5.20)を求めよ）。この理

論値は、観測値 2 80.4 GeVWm c = とほぼ同じ値を得る。実際の値は、場の理論に依る「理論

値」と「観測値」として

である。(5.17)を FG を用いて書き換えると・・・
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といい、Wボゾンが発見される以前に、ベータ崩壊を計算できた。例えば、m-粒子のベー
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7/21 平成 29 年 3 月 25 日午前 11 時 33 分 第５章 太陽ニュートリノ振動（学部 4 年次向）

【安江正樹＠東海大学理学部物理学科】

タ崩壊 ee mm n n- -® + + の計算は、フェルミ定数(5.19)の数値を用いて

3

2 5 10
6192                        10    

FG m cm
m

pt -= = ´
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秒 (5.22)

であるが、計測結果の

62.19698 10mt
-´= 秒 (5.23)

を再現している（【問題６】 ( )6 15192 MeV fm 1MeV 10 eV, 1fm 10 mc -= × = = 、 83 10 m/sc = ´ 、

2 105.65837 MeVm cm = 、及び(5.19)を用いて(5.22)を計算せよ）。

さて、(5.21)に於て、太陽内の電子の影響を、電子密度として取り込む。電子密度は、

( )† 3
0 cme e e eg é ù= = ë û電子密度 個 (5.24)

で表わせる（(5.95)参照）。この電子密度 0e eg- -は、e emg
- - の 0m = 成分に含まれるので、(5.21)

をこの電子密度を含むように変換し、
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電子の影響を取り込めるようにする。この変換は、フィルツ変換（Fiertz transformation）と

いい、4×4 行列の mg や mg の幾つかの積の間に現れる代数を用いる。フィルツ変換を用いる

と、(5.21)は
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と変換できる。また、 ( )51 2e e eL eLm mn g g n n g n- = を用いて、
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である。ある量Wへの太陽内の電子の影響を W電子 電子 で表わし、(5.26)の電子の部分

に適用すると、

( ) ( )
3

5
0

2 1W F eL eLG e em
m

m

g g n g n
=

= -å 電子 電子L (5.28)

であるが、太陽内の電子の動きは、非相対論的なので、
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が成立する事が知られている。従って、(5.28)は、

( )†
02W F eL eLG e e n g n= 電子 電子L (5.30)

と計算される（【問題７】(5.30)を求めよ）。ここで、
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ニュートリノのラグランジアン密度は、第２章：SU(3)c×SU(2)L×U(1)Y模型】(2.91)より、
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である。これが真空中の飛行の式を与える。 eLn はシュレディンガー方程式に従うが、 eLn は
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を得る（【問題８】(5.35)を導け）。太陽内飛行の影響を考慮するには(5.32)を(5.33)に追加し
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と変更すればよい。その結果、
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を得る。この結果、ニュートリノのエネルギーが、Eから変更を受け
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となる事がわかる。

Z ボゾンと電子ニュートリノ
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次に、 Zボゾンを媒介にする , ,e m tn と電子・クォークの反応
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であり、
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tn

t -

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø ,   , ,R R R R

L

L

e u d
u
d

y -

ì æ ö
ï ç ÷ç ÷ï è ø =í
ïæ ö
ïç ÷
è øî

(5.40)

に用いると、

( )

2 2 3 3

, , 0 0

2 2 3

0

2 2 3 3

0 0

2

2

2 2

1 1
2 2

         

1 1         

sin

sin

2 1sin si
2 2

n
3 3

W

W

W

L L L L
e

R R

L L L LW

Z e Z e

e Z e

u Z u d Z d

m m
m m

m t m m

m
m

m

m m
m m

m m

q

q

n g n g

g

g qgq

- -

= = =

- -

=

= =

é ù¢+ æ ö= + + - +ê úç ÷
è øë û

é ù¢+
+ ê ú

ë û

é¢+ æ ö æ ö+ + - +ê ç ÷ ç ÷
è ø è ø

-
ë

å å å

å

å å

 









g g

g g

g g

L

3

0

2 2
2 2 3

0

2 1sin sin
3 3

         R R R W RWu Z u d Z dm m
m m

m m

q qg g
= =

ù
ú
û

é ù¢+ æ ö æ ö+ + +ê úç ÷ ç ÷
è ø è øë û
-å å 


g g

(5.41)

と表わせる。更に、整理すれば、
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( ) ( )
( ) ( )

, ,
2

2

2

0

2

2

3

1
2

sin

2 1sin sin
3 3

L L L L L L L L
e

L L R R

L L R L

W

WR L R RW

e e u u d d

e e e e Z

u u u u d d d d

m m m m
m t

m
m m

m

m m m m

n g n g g g

g g

g g

q

g gq q

- -

=

- - - -

=

é ùæ ö
- + -ê úç ÷

è øê ú
ê ú¢+

= + + +ê ú
ê ú

æ ö æ öê ú+ + + +ç ÷ ç ÷ê úè ø è øë û
-

å

å

 





g g
L

     + (5.42)
を得る（【問題９】(5.9)を導け）。(5.10)～(5.13)、及び、それらを添え字Rの場合に拡張して

( )

( )

5

5

1 1
2
1 1
2

L L

R R

m m

m m

y g y yg g y

y g y yg g y

ì = -ïï
í
ï = +
ïî

(5.43)

が成り立つ（【問題１０】(5.43)を証明せよ）。(5.43)を(5.42)に用いて整理して、

( ) ( )52 2 5
,3

0
5 5

2

2 2

,
4sin

8 4sin sin
3

1

4 1 1
3

1 W

W W

e
e e

Z
u u d

m

m

t

m
m

m
m

m

q

q

n g g g

g g g gq

g n - -

=

=

é ù- - -
ê ú¢+

= + +ê ú
æ ö æ öê ú+ - - -ç ÷ ç ÷ê úè ø è ø
-

û

-

ë

å
å  


 


g g
L (5.44)

がわかる（【問題１１】(5.44)を導け）。 , ,e m tn と電子・クォークの反応への効果として、

Zボゾンの交換距離
Z

r
m c

=
 (5.45)

を得る。 Zボゾンの引力効果は、 , ,e u d- によるが、(5.44)から読み解くと・・・

Zボゾンの引力効果

2
2 2

2

2
2 2

2

4

 & 
4

e

e e

r u
c

r d e
c

n

n n -

ìæ ö¢+ï -ç ÷ç ÷ïïè ø
í

æ öï ¢+
- - -ç ÷ï ç ÷ï è øî







g g

g g

(5.46)

になる。模式図的に表すと、

Z

e-

( ) , ,en m t= 

( )
2 2

5
1
4

1 Zm mn g g n+
-

¢
 

g g

( )
2 2

2
51 4s n1

4
i We e Z m

mg q g- -- -
¢+

-


g g

e-

n 

( )2
51 4sin We emg q g- -- -

( )51mn g g n- 

Zの引力効果

2
2 2

2

4
r

c
æ ö¢+

= -ç ÷ç ÷
è ø
g g
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Z

( ) , ,en m t= 

u
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2

5
81 si1

4
n

3 Wu uZ m
mg q gæ ö- -ç
è
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÷
ø

g g

n 

u

2
5

81 sin
3 Wu umg q gæ ö- -ç ÷

è ø

( )
2 2

5
1
4

1 Zm mn g g n+
-

¢
 

g g
( )51mn g g n- 

Zの引力効果

2
2 2

2

4
r

c

æ ö¢+
= ç ÷ç ÷
è ø
g g

Z

( ) , ,en m t= 

u

2

5

2
241 si1

4
n

3 Wd dZ m
mg q gæ ö- -ç ÷
è

¢+
ø

-


g g

n 

u

2
5

41 sin
3 Wd dmg q gæ ö- -ç ÷

è ø

( )
2 2

5
1
4

1 Zm mn g g n+
-

¢
 

g g
( )51mn g g n- 

Zの引力効果

2
2 2

2

4
r

c
æ ö¢+

= -ç ÷ç ÷
è ø
g g

と表わせる。この模式図から、 Zボゾンによるラグランジアン密度を ZL とすると、3 つの

寄与を加えて、整理すれば、(5.17)に対応して

( )

( )
2

2 23

0
5

,

2
5

2
5

2
5

,

81 sin
3

41 sin
3

1 4s

1

i
4

n
e

w

wZ

w

r
c

u u

d d

e e

m

m

m
m

m

m t

g q g

g q g

g

g

q

ng

g

n
= =

æ ö- -ç ÷
è ø
æ ö- - -ç ÷
è ø

- - -

é ù
ê ú
ê ú

æ ö¢+ê ú
= ç ÷ê úç ÷

è øê ú
ê ú
ê ú
ë û

-åå  


g g
L (5.47)

と計算できる。

さて、場の理論に依ると、(5.47)の 2 つの項：電子・クォーク項とニュートリノ項のかけ

算は、対称化する必要がある。つまり、(5.47)の代わりに

( )

( )

( )5 5
, , , ,

2 2
5

2
2 5

2 2
5 5

2
5

2
8 81 sin 1 sin
3 3
4 41 sin 1 sin
3 3

1 4sin 1 4

4

1 1

w w

w w

w

e

Z

e

r
u u u u

d d d d

e e e

c

m
m

m
m

m t m t

m
m

m
m

n g g n n g

g q g g q g

g q g g q g

g q g

g

g

n
= =

-

æ ö æ ö+ - - + -

é ù
ê ú
ê ú
ê úæ ö¢+ ê ú= ç ÷ ê úç ÷

è ø

-ç ÷ ç ÷
è ø è ø
æ ö æ ö- - - - - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

- - - - -

ê ú
ê ú
ê ú
êë û

-

ú

å å   
 


g g

L

( )2
5

3

0

sin w e

m

q g

=

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û-

å (5.48)

を用いる。その結果、(5.47)と同じ相互作用が 2 つ表れるので、(5.47)を倍にして
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( )
( )

2 2
5 5

2
2 2

2
5

,0 ,
5

3
8 41 sin 1 s

2
4

in
3 3

1
1

4sin

w w
Z

w
e

u u d d

e e
r

c
mm m

m
mm t

g q g g q g
n

g
g

q g
g n

= =

æ ö æ ö- - - - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

- -

é ù
æ ö¢+ ê ú= ç ÷ ê úç ÷
è ø ê úë

-
- û

å å  


g g
L

(5.49)

である。(5.45)の
Z

r
m c

=


を用いて、(5.49)での係数は

2
2 2 2 2 2 2

2
2

2
4 8 8 Zm

r
c c c

r
c2 2 2 2

æ ö¢ ¢ ¢æ ö æ ö+ + +
= =ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ è ø è øè ø

æ ö
ç ÷
è ø  
g g g g g g (5.50)

になるが、【第２章：SU(3)c×SU(2)L×U(1)Y模型】(2. 64)と【第３章：ヒッグス機構】(3.75)
を用いると

2 2
2

2

2 2
2

2 2
1

8 8 W

r
m cc

¢¢æ ö ++
=ç ÷

è

æ ö
ç ÷ç ÷
è øø
g gg g (5.51)

になることがわかる（【問題１２】(5.51)を導け）。従って、(5.18)より

2 2
2

2 28 2
FGr

c
¢æ ö+

=ç ÷
è ø
g g

(5.52)

がわかる。(5.49)は

( )
( )5

, ,

2 2
3 5 5

2
5

0

8 41 sin 1 sin
3 3

1 4si
1

2 n e

F w

w

Z
wu u d dG

e e

mm

t
m

m

m

m

g q g g q g

g q g
n g g n

= =

æ ö æ ö- - - - -ç ÷ ç ÷
é ù
ê ú= ê ú
ê ú

è ø è ø

- -ë -
-

û

å å  


L (5.53)

と表せる事になる。(5.27)と同様に、 ( )51 2 L Lm mn g g n n g n- =    を用い、

( )

2 2
3

0

5 5

5
,2 ,

8 41 sin 1 sin
3 3

1 4sin
2

w w

w

LZ L
e

F

u u d

e
G

d

e

m

m m t

m m

m

g q g g q g

g q g
n g n

==

æ ö æ ö- - - - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

é ù
ê ú= ê ú
ê úë- - û-

å å  


L (5.54)

を得る。

太陽内の電子の影響を取り込むと、(5.29)を太陽内の電子、及び、太陽内のクォーク影響

を ( )†  ,q q q u d=クォーク クォーク で表わし、(5.54)より
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( )

2 †

2 † 0
5

, ,

2 †

81 sin
3

42 1 sin
3

1 4sin

w

Z F w L L
e

w

u u

G d d

e e
m t

q

q n g n

q
=

é ùæ ö-ç ÷ê úè øê ú
ê úæ ö= - - +ç ÷ê úè øê ú
ê ú- -
ê ú
ë û

å  




クォーク クォーク

クォーク クォーク

電子 電子

L (5.55)

を得る。ここで、(5.31)と同様に

( )

2 †

2 †
5

2 †

81 sin
3

42 1 sin
3

1 4sin

w

n
F w

w

u u

V G d d

e e

q

q

q

é ùæ ö-ç ÷ê úè øê ú
ê úæ ö= - -ç ÷ê úè øê ú
ê ú- -
ê ú
ë û

クォーク クォーク

クォーク クォーク

電子 電子

(5.56)

とすると、最終的に

( )0 0 0
n

Z eL eL L L L LV m m t tn g n n g n n g n= + +L (5.57)

を得る。Wボゾンでの方法を用いれば、 , ,e m tn に対して

( ) ( ) ( )

3 3 3

0

0 0

0 0

0     

eL eL L L L L

n n n
eL eL L L L L

i i i
x x x

V V V

m m m
m m m

m m t t

m m t t

m m m

n n n n n n

n g n n g n n g n

g g g
= = =

= + +

+ +

¶

+

¶ ¶
¶ ¶ ¶å å åL

(5.58)

より、 , ,eL L Lm tn は、質量固有状態では無いが、形式的に(5.34)と同じ理由で、(5.33)以下の議

論と同様に

( )

( )

( )

ˆ

ˆ

ˆ

n
eL eL eL

n
L L L

n
L L L

i H E c V
t

i H E c V
t

i H E c V
t

m m m

t t t

n n n

n n n

n n n

¶ì = = +ï ¶
ï

¶ï = = +í ¶ï
¶ï = = +ï ¶î

 

 

 

(5.59)

を得る（【問題１３】(5.59)を導け）。2

以上から、Wボゾンと Zボゾンの影響として、(5.38)と(5.59)を合わせれば、

                                                  

2 正確には、(5.60)は
3 3 0 0

ˆ 0 0
0 0

n
eL eL eL

n
L L L

n
L L L

c V
i H M c V

t
c V

m m m

t t t

n n n
n n n
n n n

´é ùæ öæ ö æ ö æ ö
ê ú¶ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷= = +ê úç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷¶ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ê úè ø è ø è øè øë û


 



行列

で与えられる。
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( )

( )

( )

ˆ

ˆ

ˆ

n ch
eL eL eL

n
L L L

n
L L L

i H E c V c V
t

i H E c V
t

i H E c V
t

m m m

t t t

n n n

n n n

n n n

¶ì = = + +ï ¶
ï

¶ï = = +í ¶ï
¶ï = = +ï ¶î

  

 

 

(5.60)

( )2 † 2 † 2 †

†2

8 42 1 sin 1 sin 1 4sin
3 3

ch
F

n
F w w w

V G

V G u u d d e e

e e

q q q

ì =
ï
í é ùæ ö æ ö= - - - - -ï ç ÷ ç ÷ê úè ø è øë ûî

(5.61)

である。3 ここに、簡略表記として、 で太陽内の電子とクォークを表している。この表

式がニュートリノ振動の解析に使用される。

Ⅲ.物質内のニュートリノ振動

エネルギーの表式(5.60)を使用して、もう一度ニュートリノ振動を調べてみる。太陽内の

電子やクォークの影響は弱い相互作用を通してあらわれるので、フレーバーニュートリノ

( ), ,e m tn n n が基準になる。4 簡単化のため 2 つフレーバーニュートリノ ( ),e mn n で議論する。

弱い相互作用で生成された ( ),e mn n は、瞬時の内に質量固有状態 ( )1 2,n n になり、飛行中の時

間発展をする。しかし、ここで注目しているのは ( ),e mn n 、であり、太陽内飛行時の電子や

クォークの影響を調べるには、 ( ),e mn n の時間発展が必要になる。

量子力学では、 ( )1 2,n n の時間発展が分かるので、それを ( ),e mn n に変換することになる。

時刻 tの ( ) ( )( ),e t tmn n と ( ) ( )( )1 2,t tn n の関係は、混合角q で表わされ

( )
( )

( )
( )

1

2

cos sin
sin cos

e t t
U U

t tm

n n q q
n n q q
æ ö æ ö æ ö

= Ü =ç ÷ ç ÷ ç ÷-è øè øè ø
(5.62)

                                                  

3 正確には、(5.60)は
3 3 0 0

ˆ 0 0
0 0

n ch
eL eL eL

n
L L L

n
L L L

c V c V
i H M c V

t
c V

m m m

t t t

n n n
n n n
n n n

´é ùæ ö+æ ö æ ö æ ö
ê ú¶ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷= = +ê úç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷¶ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ê úè ø è ø è øè øë û

 
 



行列

で与えられる。( ),e mn n

の場合には、

2
21

4 cos2 sin 2
sin 2 cos24

m cM
E

q q
q q

-æ öD
= ç ÷- -è ø
- になる（(5.75)参照）。

4 以降、ニュートリノ ( ), ,eL L Lm tn n n の添え字の Lは省略し ( ), ,e m tn n n で表わす。
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( )
( )

( )
( )

1 † †

2

cos sin
sin cos

e tt
U U

tt m

nn q q
nn q q
æ ö -æ ö æ ö

= Ü =ç ÷ç ÷ ç ÷
è øè ø è ø

(5.63)

である。質量固有状態 ( )1 2,n n の時間発展は、プレゼミ【第３章 ニュートリノ振動：理論】

(3.44)のように、真空中の飛行では

( )
( )

( )
( ) ( )1 1 0

0
2 2 0

exp   
t tiH t t t t
t t

n n
n n
æ ö æ öDæ ö= - D = -ç ÷ ç ÷ç ÷

è øè ø è ø
(5.64)

で表わされる。質量固有状態 1,2n のエネルギーを 1,2E として、最終的に

1 2

1 1 0
0

2 2 0 1 2

0( ) ( ) 2exp ,  
( ) ( ) 0

2

diag
diag

E E
t tH

i t H t t t
t t E E

n n
n n

-æ ö
ç ÷æ ö æ öæ ö

= - D Ü = D = -ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ -è ø ç ÷è ø è ø -ç ÷
è ø


(5.65)

とまとめることができる。また、 1,2n の質量 1,2m とし 3 次元運動量を pとするとき、 1,2m は限

りなく小さく、 1,2n は、ほぼ光速で移動するので、 1,2 / 1m c p である。従って、

2 2 22 4
21 2 121

1 2 2
m m mm cE E

E E c
ìD = -D ï- = - Ü í

=ïî p
(5.66)

がわかる（【問題１５】(5.66)を導け）。従って、(5.65)より
2 4
21

4
1 0
0 1diag

m cH
E

D
=

-
-

æ ö
ç ÷
è ø

(5.67)

を得る。

次に、 ( )1 2,n n の時間発展を、 ( ),e mn n の時間発展するには、(5.63)を用いる。その結果、

( )
( )

( )
( )

0†

0

expe ediagt tH
U i t U

t tm m

n n
n n
æ ö æ öæ ö

= - Dç ÷ ç ÷ç ÷
è øè ø è ø

(5.68)

を得る（【問題１６】(5.68)を導け）。また、

†
†exp expdiag diagH UH U

U i t U i t
æ öæ ö

- D = - Dç ÷ç ÷
è ø è ø 

(5.69)

なので（【問題１７】(5.69)を証明せよ）。行列版 exp 関数のマクローリン展開を用いる）、最

終的に、
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( )
( )

( )
( )

†
0

0

expe ediagt tUH U
i t

t tm m

n n
n n

æ öæ ö æ ö
= - Dç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è øè ø
(5.70)

である。更に、 †
diagUH U は、(5.62)と(5.63)及び(5.67)を用いて

2
21

4
† cos2 sin 2

sin 2 cos24diag
m cUH U
E

q q
q q

-æ öD
= - ç ÷- -è ø

(5.71)

と計算される（【問題１８】(5.71)を求めよ）。従って、 ( ),e mn n の時間発展として

( )
( )

( )
( )

( )
( )

42
† 21 cos2 sin 2

sin 2 cos24
e e e

diag
m ct t t

i UH U
Et t tt m m m

n n n
n n n

q q
q q

-æ öD
ç ÷- -è ø

æ ö æ ö æ ö¶
= = -ç ÷ ç ÷ ç ÷¶ è ø è ø è ø

 (5.72)

を得る。最終的に、太陽内の飛行の式は、この真空中の飛行の式と、太陽内で影響の式(5.60)
を組み合わせて、

( )
( )

( )
( )

2
21

4 cos2 sin 2 0
sin 2 cos24 0

e
n ch

n
e t t

i
t tt

c V c Vm c
E c Vm m

q q
q

n
q

n
n n

é ùæ ö æ ö¶
= +

- æ ö+æ öD
- ç ÷ç ÷- -è ø è ø

ç ÷ ç ÷ê ú¶ è ø è øë û







(5.73)

で記述される。或いは、(5.70)の形式では

( )
( )

( )
( )

0

0

expe et tHi t
t tm m

n n
n n
æ ö æ öæ ö= - Dç ÷ ç ÷ç ÷

è øè ø è ø
(5.74)

42
21 cos2 sin 2 0

sin 2 cos24 0

n ch

n

c V c Vm c
E c

H
V

q q
q q

- æ ö+æ öD
+ ç ÷ç ÷- -è ø

-
ø è

=
 


(5.75)

と表わせる。ここで、量子力学では、波動関数（ここでは、素粒子）にかかる位相は物理

的に意味がなくなるので、最終的に

4 4

4 4

2 2
21 21

2 2
21 21

cos2 sin 2
4 4

sin 2 cos

2

2
4 24

ch

ch

m c m c
E EH
m c V
E

cm

c

E

V

c

q q

q q

æ öæ öD D
- -ç ÷ç ÷
è øç ÷=

ç ÷D D
-ç ÷

è ø




(5.76)

になる。同様に、(5.73)は

( )
( )

( )
( )

2 4 2 4
21 21

2 4 2 4
21 21

cos2 sin 2
4 2 4

sin 2 cos2
4 4 2

ch

e e

ch

m c c V m c
t tE Ei
t tt m c m c c V

E E
m m

q qn n
n n

q q

æ öæ öD D
- -ç ÷ç ÷æ ö æ ö¶ è øç ÷=ç ÷ ç ÷ç ÷¶ D Dè ø è ø-ç ÷
è ø






(5.77)

と変更を受ける。

以下で、(5.76)を導く。(5.75)に於て
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
2 2

1 00 2
0 12 20

n ch ch n ch

n

c V c V V V VI
c V

´

æ ö+ æ ö+
= +ç ÷ ç ÷-è øè ø

 


単位行列

(5.78)

なので（【問題１９】(5.71)を確かめよ）、(5.74)では

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 4
21

2

0

0

4
21

0

0

exp

            exp

           

cos2 sin 2 1 0
sin 2 cos2 0 14 2

co

2
2

s2 sin 2
4

exp

c c

e

h h

e

e
nm c V

E

m c

V Vc

t tHi t
t t

tti
t

E
i

I

t

m m

m

n n
n n

q q n
nq q

q q

-é ùæ ö æ öD
- + +ê úç ÷ ç ÷- - -è ø

æ ö æ öæ ö= - Dç ÷ ç ÷ç ÷
è øè ø è ø
æ ö æ öD

= -ç ÷ç ÷ç ÷ è øè ø

D
= -

è øë û

-D
-

+

-








( )
( )

0

0

1 0
sin 2 cos2 0 12

2exp
2

ch ch n
e tt V Vi
t

V c
mq q

n
n

æ ö
ç ÷

æ öæ öæ öD +
- ç ÷ç ÷ç

é ù
÷

è øè ø

æ ö æ ö
+ç ê úç ÷ ç ÷- -è ø è èøë û ø÷

è ø




(5.79)

ここで、量子力学では、波動関数（ここでは、素粒子）にかかる位相は何でも良い（＝物理的に意味

がなくなる）ので、

( )
( )

( )
( )

0 0

0 0

2exp
2

ch n
e et tt V Vi c
t tm m

n n
n n
¢æ ö æ öæ öæ öD +

-=ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷¢ è øè øè ø è ø



(5.80)

と定義すれば

( )
( )

( )
( )

0

0

2 4
21 cos2 sin 2 1 0

sin 2 cos2 0 14
exp

2

ch
e e tm c ct V

t
ti

t Em m

q q
qn

n
q

n
n

-é ùææ ö æ öD
- +

öæ ö D
= -ç ÷ç ÷ ç ê úç ÷ ç ÷- - -è ø è øë û÷è

¢æ ö
ç ÷

øè ø ¢èø




(5.81)

になる。改めて、 ( ), 0e tmn ¢ を ( ), 0e tmn と名付ければ、

( )
( )

( )
( )

2 4
021

0

cos2 sin 2 1 0
sin 2 cos2 0 12

xp
4

e
c

e
h

e tm ct ti
t

c V
tEm m

nq q
nq q

n
n

æ ö-é ùæ ö æ öD
- + ç ÷ê

æ öæ ö D
= -ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è ø

úç ÷ ç ÷- - -è ø è øë û è ø




(5.82)

を得る。従って、(5.76)のように

2 4
21

2 4 2 4
21 21

2 4 2 4
21 21

cos2 sin 2 1 0
sin 2 cos2 0 14 2

cos2 sin 2
4 2 4  

sin 2 cos2
4 4 2

ch

ch

ch

m c VH
E

m c c V m c
E E

m c m c c V
E E

q q
q q

q q

q q

-æ ö æ öD
= - +ç ÷ ç ÷- - -è ø è ø
æ öæ öD D
- -ç ÷ç ÷
è øç ÷=

ç ÷D D
-ç ÷

è ø





(5.83)

となる事が分かる。

シュレディンガー方程式の(5.77)を解いて、ハミルトニアンの固有状態を求めると、太陽

内での ( )1 2,n n がわかる。(5.77)より、

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 4 2 4
21 21

2 4 2 4
21 21

cos2 sin 2
4 2 4

sin 2 cos2
4 4 2

e e e

ch

ch

m c c V m c
E E

m c m c c V

t t t
i H

t t t

E

t

E
m m m

n n n
n

q q

q q
n n

æ ö
æ

æ
öæ öD D

- -ç ÷ç ÷
è øç ÷

ç ÷D D
-ç ÷

è

ö æ ö¶
= =ç ÷ ç ÷ ç ÷¶ è ø è ø

ø
ø è






(5.84)

であるので、次の行列
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2 4
21

2 4
21

cos2
4 2

sin 2
4

chm c c VAA B EH
B A m cB

E

q

q

ì D
= -ï-æ öï= íç ÷ Dè ø ï =ïî



(5.85)

の固有値・固有ベクトルを求める問題になる。そこで、物質中の固有状態のニュートリノ

を、Matter（物質）の M を付けて、 ( )1 2,M Mn n とするとき、つまり、

( )
( )

1 2

1 2

,

,M M

n n

n n

ìï
í
ïî





での飛行状態

での飛行状態

真空中

物質中

である。混合角として Mq を用いると、 (5.62)と(5.63)と同様に、

( )
( )

( )
( )

1

2

cos sin
sin cos

M
e M M

M MM
M M

t t
U U

t tm

n q qn
n q qn

æ öæ ö æ ö
= Ü =ç ÷ç ÷ ç ÷-è øè ø è ø

(5.86)

( )
( )

( )
( )

1 † †

2

cos sin
sin cos

M
e M M

M MM
M M

tt
U U

tt m

n q qn
n q qn

æ ö æ ö -æ ö
= Ü =ç ÷ ç ÷ ç ÷

è øè øè ø
(5.87)

とすれば、

( )
( )

( )
( )

1

2 2

† 1
M M

M M

M MU
t t

i
t t t

HU
n n
n n
æ ö æ ö¶

=ç ÷ ç ÷¶ è ø è ø
 (5.88)

( )† cos2 sin 2 cos2 sin 2
cos2 sin 2 cos2 sin 2

M M M M

M M M M
M M

A B B A
B A A B

U HU
q q q q
q q q q

- + -æ ö
= ç ÷- +è ø

(5.89)

を得る（【問題２０】(5.88)と(5.89)を求めよ）。ここで、

 chV を定数

とするとき、 ( )1 2,M Mn n が固有ベクトルになるには、

2 2 2 2
sin 2 ,   cos 2M M

B A
A B A B

q q= =
+ +

(5.90)

が条件になる。従って、

( )† 2 2 1 0
0 1

diag
M M matterU HU A B H

-æ ö
= + =ç ÷

è ø
(5.91)

と計算できる。

Ⅳ.共鳴ニュートリノ振動

混合角の表式を調べる。(5.90)と(5.85)より、
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2 4 2 4
21

2

21

2 2 2
sin 2 ,   cos 2

cos 2 ,  sin 2
4 42

M

c

M

h

B A
A B A B

m mA Bc c
E E

V c

q q

q q

= =
+ +

D D
= - =


(5.92)

になっている。もし、 45Mq = であると、(5.87)より、

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2

2

2

eM

eM

t t
t

t t
t

m

m

n n
n

n n
n

-ì
=ïï

í
+ï =ïî

(5.93)

であり、どちらも ( )e tn と ( )tmn が 50%混合していることがわかる。このような混合を

 最大ニュートリノ混合

という。この最大混合が起こるのは、(5.92)より、条件：
2 4
21 cos2

2
ch cc mV

E
qD

= (5.94)

を満たす時である（【問題２０】(5.94)を求めよ）。この特別な条件のもとで起こる現象を

 共鳴現象（resonance phenomena）

と呼ぶ。この条件は、(5.31)の †2ch
FV G e e= を用いて、

2†
2 3
1 cos 2

2 2 F

me e
EG

c qD
=


(5.95)

になる（【問題２１】(5.95)の単位が、[ ] 3L -
である事を示せ。つまり、 †  cme e 3é ùë û個 の単

位である）。この条件を満たしている場合には、

 最初のニュートリノ混合角q によらずに、常に最大ニュートリノ混合になる

ことが特徴である。また、ハミルトニアンは、(5.91)より

2 4
21 sin 1 02

4 0 1
diag
matter

mH c
E

q æ ö
ç ÷-è

= -
ø

D (5.96)

で与えられる。

物質中での振動確率 ( )
e

P t
mn n® は、真空中での振動確率 ( )

e
P t

mn n® を用いて、簡単に計算する

こつができる。真空中での振動は、プレゼミ【第３章 ニュートリノ振動：理論】(3.56)に(5.66)
を用いて、

( )2 2 2
2

2 4
2

1 2 1
1 1 0

0 14diag m m mc
E

H m æ ö
D = -ç ÷-è ø

-
D

= (5.97)
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のときに、混合角q に対して振動確率が、プレゼミ【第３章 ニュートリノ振動：理論】(3.90)

のように（ 2 2 2
21 2 1m m mD = - と ( )2 2 2 2

1 2 21m m m mD = - = -D に注意）、飛行距離 Lを用いて

( ) 2 2
2 4
21sin 2 sin

4e

m c
E

LP t
cmn n q® =

D


(5.98)

と計算できたことより（【問題２２】(5.98)の
2 3
21

4
cm L
E

D


は、無次元である事を示せ）、物質中

での振動：

2 4
21 sin 1 02

4 0 1
diag
matter

mH c
E

q æ ö
ç ÷-è

= -
ø

D (5.99)

のときには、混合角 Mq に対して

( ) 2 2
2 4
21sin 2 sin sin 2

4e M
LP t

c
m c

Emn n
qq®

D
=


(5.100)

が導かれ、最大ニュートリノ混合の場合に

( )
2 3
212 sin 2sin

4e

m Lt cP
Emn n

q
®

D
=


(5.101)

を得る。この結果、

 ( ) 1
e

P t
mn n® = Þ en から mn への完全転化

が起こりえる。これは、

( ) ( )
2 3
21 2 1sin 2  0,1,2,

4 2
nm L n

E
c pq +D

= = 


(5.102)

の時に起こることがわかる。以上から

Mq ( )†
ee e nº ( ) 1

e
P t

mn n® =

混

合

最

大

45
2 3
21 cos 2

2 2 F

m
E

c
G

qD


( ) ( )
2 3
21 2 1sin 2  0,1,2,

4 2
nm L n

E
c pq +D

= = 


になる。従って、

( )
3

1
2
12 2

2 3

2 cos2
2 2

ch
F e

m mV G n
E E
c cqD D

= = 
 

だい
たい

(5.103)

より、大雑把に

2 4
21 2 2 F ec cm G EnD  (5.104)

として実験からニュートリノの質量の 2 乗差がわかる。
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42
21m cD の理論的予言を、(5.104)より求めてみる。使用する数値として

 en の基準値として、(5.6)

 Eの基準値として 10 MeV
を選び

 ( )13197 MeV fm 1f 10 cmc m -= × =

 FG として、(5.19)

を用いて計算すれば

2 4 2
21 3

4 2 2 1.51 10  eV
10 MeV 100 / cm

e
F e

A

E nm G Enc c
N

- æ öæ öD = ç ÷ç ÷ ´è øè ø
´ (5.105)

程度になる。2013 年の実験データより、 ( ),e mn n ではなく、 ( ), ,e m tn n n での解析結果は

より、

42 5 2
21 7.5 10  eVm c -D = ´ (5.106)

と得られている。 ( ),e mn n で簡単化した予言と、良い一致をしている事が分かる。


