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第４章 SU(5)統一理論とレプトクォーク

Ａ．レプトクォークの SU(5)表現

ここでは、３つのタイプのレプトクォークが locSU )5( 統一理論のもとでどのように組み込

み可能かを探る。３つのタイプの相互作用は

（ RL eSq 1 、 RL uS2 、 RL dS3 ）

であった。この相互作用が locSU )5( 統一理論に含まれるためには、対応する相互作用項をこの

相互作用が locSU )5( 変換で不変でなければならない。クォーク・レプトンの変換性がわかてい

るので、逆にレプトクォークの表現がわかる。表４－４により、

LLq 10Þ 、 *- Þ RRe 10 、 *Þ LL 5 、 *Þ RRu 10 、 RRd 5Þ

が対応しているので、

*Þ RLRL eSq 1010 11 S 、 **Þ RLRL uS 105 22 S 、 RLRL dS 55 33 S*Þ

ここで、対応する locSU )5( レプトクォークの表示を（ 1S 、 2S 、 3S ）とした。この相互作用が

locSU )5( 変換で不変になるには、相互作用全体で locSU )5( 電荷を持っていなければよい。つまり、

locSU )5( 一重項になっていればよい。ここでヤング図を用いて可能なレプトクォークの表現を

決める。関与するヤング図は

である。表現の次数の求め方は Appendix2 を参照するように。

１） 101010101010 Ä=ÞÞÞ ***
1111 SSS RLRL eSq

1S の変換性は 1010Ä なので、ヤング図の掛け算の法則により

1010Ä =        Ä        =         Å              Å

=
1234
2345
･･･

･･･
Å

1214
3465
･･･

･･･
Å

1223
5465
･･･

･･･

= 50455 ÅÅ*

２） 105105105 Ä=ÞÞÞ ****
2222 SSS RLRL uS

2S の変換性は 105 Ä* なので、ヤング図の掛け算の法則により、

5=       10=       5*=      10*=
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105 Ä* =         Ä        =         Å

=5 Å
121425
235465
･････

･････

= *Å 455

３） *** Ä=ÞÞÞ 555555 3333 SSS RLRL dS

3S の変換性は ( )*** Ä=Ä 5555 なので、ヤング図の掛け算の法則により、

55Ä =         Ä        =         Å

=
12
45
･

･
Å

12
65
･

･

= 1510Å

以上から、３つのタイプのレプトクォークの変

換性が求まった。それを表４－５にまとめる。

Ｂ．結合定数のエネルギー依存性

ここで、 loc
Y

loc
L

loc
c USUSU )1()2()3( ´´ 相互作用の統一へのレプトクォークの影響をしらべよ

う。相互作用の統一は、３つの結合定数が１つの同じ値の結合定数に一致してくるとき可能と

なる。ここでは、 locSU )5( の結合定数をに対応する。相互作用の統一が期待できるのは、系に

与えるエネルギーが増加すると結合定数の大きさが変わるという事実に基づいている。これを

繰り込み群という。繰り込み理論によると、参照される値（繰り込み点）が設定され、それを

基準にしてすべての物理量が測られる。繰り込み点はどこに設定してもよい。ところが、観測

される物理量は繰り込み点によるはずがない。この要請に基づき定式化すると「繰り込み群方

程式」を得る。この処方によると、系のエネルギーQを 0QQ = から変化させるとすると、

( ) ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
pb-

a
=

a 0
0

0

ln811
Q
Q

QQ RR

と求まり、任意のエネルギーでの結合定数の値を予測することができる。ここで、

( )
( ) ( ) ( )÷

ø
ö

ç
è
æ --

p
-=b ScalarTFemionTGaugeT

3
1

3
2

3
11

4
1

20

である。詳しくは、Appendix を参照されたい。

Ｃ．SU(5)の予言とレプトクォークの影響

レプトクォーク 変換性 表現

1S 1010Ä *5 45 50

2S 105 Ä* 5 *45
3S ** Ä 55 *10 *15

図４－５：レプトクォークの
locSU )5( 表現
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レプトクォークの影響をしらべるるのであるが、簡単のため以下の仮定をする：

１）レプトクォークの変換性で一番小さい次数の表現である。つまり、

（ 1S 、 2S 、 3S ）⇒ ( )** 1055 ,,

２）（ 1S 、 2S 、 3S ）以外は、十分に重く、統一の質量スケールをもつ。

loc
Y

loc
L

loc
c USUSU )1()2()3( ´´ の結合定数（ cg 、 g、 g ¢）はエネルギースケール約１００ＧｅＶ

（ ZmQQ == 0 ）で測られており、

004.0119.0
4

2

±=
p

=a c
c

g
09.090.128

1
4

2

±
=

p
=a
e

em 、 00032.023152.0sin 2 ±=qeff 、

である。大雑把に effeg q= sin 及び effeg q=¢ cos により loc
Y

loc
L USU )1()2( ´ の結合定数が求められ

る。この値を元に、３つの結合定数が一点で交わるときの locSU )5( の結合定数とそのエネルギ

ーを求める。結合定数とそのエネルギーがわかると、エネルギー依存性が決定される。ところ

で、結合定数とそのエネルギーは２つのインプットから求めることができる。仮に、（ ca 、 ema ）

を用いると、残りの effq2sin を計算することができる。これを実験値と比較して

00032.023152.0sin 2 ±=qeff を予言すれば、 locSU )5( の統一理論は現実の物理を反映できること

になる。以下でその計算を実行する。スカラーレプトクォークの数を表４－６のように

（ 321 ,, nnn ）とする。

１） loc
cSU )3( 結合定数 p=a 42

cc g ： Gc gg ® at a unification point

●ゲージ場の寄与は、 3)( =GaugeT 。

●クォークは基本表現にあり、１つのクォークに対して 21)( =FermionT ⇒右・

左巻きあるので２倍⇒（ du, ）あるので２倍⇒世代の数を )3(=gN として gN 倍。

以上、クォーク全部からは ( ) gg NNFermionT 22221)( =´´´= 。

●レプトクォークは基本表現にあり、 21)( =ScalarT ⇒ loc
LSU )2( ２重項なので２

倍⇒（ 321 ,, nnn ）組。以上から、レプトクォーク全部からは =)(ScalarT

( ) ( ) 321321221 nnnnnn ++=++´´ 。

公式、 ( ) ( ) ( )( ) p---=pb 62118 0 ScalarTFemionTGaugeT 、に代入すれば、

1S 2S 3S
locSU )5(Ì *5 5 *10

( )Yloc
L

loc
c SUSU )2(,)3( ( ) 6/7,23 ( ) 6/7, -

* 23 ( ) 6/1, -
* 23

個数 1n 2n 3n
表４－６：レプトクォークの量子数と個数
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( )( )3210 433
6
18 nnnN g ++--
p

-=pb

まとめて、統一されるエネルギースケールを GM とすると、

( ) ( )
( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

++--
+

a
=

a G

g

Gcc M
QnnnN

MQ
ln

6
43311 321

を得る。統一が実現すると ( ) ( )GcGG Mg a=p=a 42 。

２） loc
LSU )2( 結合定数 p=a 42gL ： Ggg ® at a unification point

●ゲージ場の寄与は、 2)( =GaugeT 。

●クォークとレプトンは基本表現にあり、 21)( =FermionT ⇒左巻きのみで１倍

⇒ loc
cSU )3( カラーのクォークから３倍、レプトンから１倍⇒世代の数を

)3(=gN と し て gN 倍 。 以 上 、 ク ォ ー ク と レ プ ト ン 全 部 か ら は

( ) ( ) gg NNFermionT 21321)( =´+´= 。

●ヒッグススカラーは基本表現にあり、 21)( =ScalarT ⇒ fN 組あるとして fN 倍。

以上、 ( ) 221)( ff =´= NNScalarT 。

●レプトクォークは基本表現にあり、 21)( =ScalarT ⇒ loc
cSU )3( ３重項なので３

倍⇒（ 321 ,, nnn ）組。。以上から、レプトクォーク全部からは =)(ScalarT

( ) ( ) ( ) 23321 321321 nnnnnn ++=++´´ 。

公式、 ( ) ( ) ( )( ) p---=pb 62118 0 ScalarTFemionTGaugeT 、に代入すれば、

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-++--

p
-=pb f

22
3422

6
18 3210

n
nnnN g

まとめて、

( ) ( )
( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

-++--
+

a
=

a

f

G

g

GLL M
Q

n
nnnN

MQ
ln

6
22

342211 321

を得る。統一が実現すると ( )GLG Ma=a 。

３） loc
YU )1( 結合定数 p¢=a 42gY

この loc
YU )1( も locSU )5( に統一されるので、 ( )

Le
C
b

C
g

C
rL eddd -* n= ,,,,5 に対してどのよ

うな５行５列の行列になるか？

( )  ,for    1   ;for     3/2 -n-== edY e
C
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に注意すると、

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

=

210000
021000
00000
00000
00000

)3(T , 

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

=

10000
01000
003200
000320
000032

Y

ここで、 ( )2)3( YTQem += である。さて、任意の locNSU )( 群の生成子は

( ) 0)( =aTTr 、 ( ) abba TTTr dµ)()(

である。基本表現に対しては、 ( ) 2)()( abba TTTr d= なので、Yの行列表示は ( ) 0=YTr

を満たしているので、cを定数として ( )2YcT Y = 。これを、 ( ) 21=YYTTTr を満た

すようにすると、 ( )YYTr を loc
cSU )3( の３色や loc

LSU )2( の上下も考慮して全部加えて、

( ) ( )
3

10213
3
2 2

2

=´-+´÷
ø
ö

ç
è
æ=YYTr

より ( )=YYTTTr ( )( ) 532131042 =Þ= cc を得るので、規格化されたYとして

25
3 YT Y =

を得る。 ( )( )LC
L eduu += ,,,10 に対しては、公式によると、 ( )=YYTTTr ( ) 2322 =-N

であり、

( )   for     2    ;for     3/4     ;,for     3/1 +=-== euduY C

から実際に計算すると

( ) ( )
3

3023
3
423

3
1 2

22

=+´÷
ø
ö

ç
è
æ+´´÷

ø
ö

ç
è
æ=YYTr

なので、 ( )=YYTTTr ( ) ( ) ( ) ( )( ) 233302033302153 22
== となり、公式と一致する。

ゲージ定数は、

intL =  +÷
ø
ö

ç
è
æ ¢g+÷

ø
ö

ç
è
æ ¢g+å mmmm

f
RRLL fBYgffBYgf

22

=  +÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢g+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¢g+å mmmm

f
R

Y
RL

Y
L fBTgffBTgf

3
5

3
5

= ( ) ( )  +g+g+å mmmm
f

R
Y

GRL
Y

GL fBTgffBTgf
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ここで 35ggG ¢= は locSU )5( のゲージ定数である。これを 1g とすると、

5
3

11 Ggggg ®Þ=¢ at a unification point

15
3
a=a¢

を得る。ベータ関数へは、Y電荷でなく YT 電荷で計算することになる。

( ) )()()( FermionTTTTr abba d=

から、

●クォークとレプトンは１５種類あり、 21)( =FermionT for 5*; 23= for 10

⇒左巻きのみで１倍⇒世代の数 gN 倍。以上、クォークとレプトン全部からは

( ) ( ) ggg NNNFermionT 22321)( =´+´= 。

●ヒ ッ グ ス ス カ ラ ー は 21=Y は ( ) 21221)( 2 =´=YYTr ⇒ =)( YYTTTr

( ) ( ) 1032153 =´ ⇒ fN 組あるとして fN 倍。以上、 103)( f= NScalarT 。

●レプトクォークは表４－６のように )61,67,67( -=Y であるので、

( ) 2
3
1,

3
49,

3
4923

3
1,23

3
7,23

3
7 222

´÷
ø
ö

ç
è
æ=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
´´÷

ø
ö

ç
è
æ´´÷

ø
ö

ç
è
æ-´´÷

ø
ö

ç
è
æ=YYTr

⇒ =)( YYTTTr ( ) ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ=´´

10
1,

10
49,

10
49231,349,3492153

2
･ ⇒（ 321 ,, nnn ）組。

以上、 ( ) 104949)( 321 nnnScalarT ++= 。

公式、 ( ) ( ) ( )( ) p---=pb 62118 0 ScalarTFemionTGaugeT 、に代入すれば、

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-++--

p
-=pb f

10
3

4949
10
14

6
18 3210

n
nnnN g

まとめて、

( ) ( )
( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

++++
-

a
=

a

f

G

g

G M
Q

n
nnnN

MQ
ln

6
10
3

4949
10
1411 321

11

を得る。

以上から、

( ) ( )
( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

++--
+

a
=

a G

g

Gcc M
QnnnN

MQ
ln

6
43311 321
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( ) ( )
( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

-++--
+

a
=

a

f

G

g

GLL M
Q

n
nnnN

MQ
ln

6
22

342211 321

( ) ( )
( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

++++
-

a
=

a

f

G

g

G M
Q

n
nnnN

MQ
ln

6
10
3

4949
10
1411 321

11

レプトクォークの質量スケールを LQM とする。 LQMQ £ ではレプトクォークは関与しないとす

るので、

( ) ( ) ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p
++

-q-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

-
+

a
=

a G
LQ

G

g

Gcc M
Qnnn

MQ
M
QN

MQ
ln

6
ln

6
43311 321

( ) ( ) ( )
( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

+++
-q-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
p

-
+

a
=

a

f

G
LQ

G

g

GLL M
Q

n
nnn

MQ
M
QN

MQ
ln

6
22

3

ln
6

42211 321

( ) ( ) ( )
( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

+++
-q-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
p

-
a

=
a

f

G
LQ

G

g

G M
Q

n
nnn

MQ
M
QN

MQ
ln

6
10
3

4949
10
1

ln
6

411 321

11

と変更すればよい。

このエネルギー依存性を使用して、レプトクォークを含めた統一理論からの予測をしらべ

る。ここで、実験値は ZmQ = GeV  0.002091.1867 ±= での値になっているので、

GLQZ MMmQ <<= f,

である。用いるデータは先に述べたように

004.0119.0
4

2

±=
p

=a c
c

g
、

09.090.128
1

4

2

±
=

p
=a
e

em

である。 22222sin --- ¢+=Þ¢+¢=q= ggeggggge 53 1a=a¢ なので、

13
51111
a

+
a

=
a¢

+
a

=
a LLem

と表わせる。これから、

( )Qema
1

= ( ) ( ) ( )
( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

++
-q-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
p

-q-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

-
+

a

f

f
G

LQ
GG

g

GL M
Qnnn

MQ
M
Q

n

MQ
M
QN

M
ln

6
2
3

ln
6
2ln

6
4221 321

( ) ( ) ( )
( )
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÷
÷
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ö

ç
ç
ç
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è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
p

++
-q-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
p
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ø

ö
çç
è
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p

-
a

+

f

f
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LQ
GG

g
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Qnnn

MQ
M
Q
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MQ
M
QN

M
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6
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10
1

ln
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ln
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= ( ) ( ) ( )
( )

÷÷
ø

ö
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è
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p

++
-q-÷÷

ø

ö
çç
è
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p

-q-÷÷
ø

ö
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è
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-
+
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f
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GG

g

Gem M
Qnnn

MQ
M
Qn

MQ
M
QN

M
ln

6
3
5

3
29

ln
6

ln
6

4
3
8221 321

ここに、

( ) ( ) ( ) ( ) GGemGGLGem MMMM a
=

a
Þ

a
+

a
=

a 3
81

3
511

1

である。次に、 ema の表式と ca の表式から Ga と ( )GMQln を求める。簡単のため f= MM LQ と

する。

( ) ( ) ( )÷÷ø
ö

ç
ç
è

æ

a
-

a-+++
p=÷÷

ø

ö
çç
è

æ

f LQcLQemG

LQ

MMnnnnM
M 1

3
81

766
16ln

321

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

a++-+-

++
---

-
a-+++

++-+-
=

a f

f

f

f

LQcg

g

LQem

g

G MnnnnN

nnnnN

Mnnnn
nnnnN 1

433
3

5294
3
8221

766
4331

321

321

321

321

ここに

( ) ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

p

-
+

a
=

a LQ

g

LQemem M
QN

MQ
ln

6

4
3
82211

( ) ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

p

-
+

a
=

a LQ

g

LQcc M
QN

MQ
ln

6
43311

である。実際の様子を見るために、

GeV  91=Zm 、 1291 =a-
em 、 12.01 =a-

c 、

を使用して計算する。パラメーターの設定は、

GeV  300=LQM 、 1=fn 、 3=gN

である。レプトクォークは、

１） ( ) 6/72 ,: -23*S は ( )3,2,121 =+ nn と変化させ、

２） ( ) 6/13 ,: -
* 23S は ( )3,2,13 =n と変化させ

たときの結果を図４－１にグラフで示してある。比較のために、超対称化された locSU )5( の結

果を、破れのスケールを GeV  300 とした。これから

１）標準の locSU )5( 理論と実験結果は矛盾する

２） ( ) 6/13 ,: -
* 23S レプトクォークを３世代含ませると実験を再現する

３）標準の locSU )5( 理論を超対称化すると実験を再現する
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ことがわかる。

sin^2(theta) predictions in SU(5) with (3*,2)-1/6
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図４－１：レプトクォークの影響
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図４－２には、相互作用が統一される質量スケールを示してある。標準の locSU )5( 理論で

は、陽子が早く崩壊しすぎる問題があった。陽子の寿命は、Appendix 3 より大雑把に
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と見積もることができる。図４－３より、
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図４－３：統一される質量スケールと結合定数
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