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Apenndix3：陽子崩壊
陽子崩壊は、 loc

Y
loc
L

loc
c USUSU )1()2()3( ´´ 以外のゲージボゾンで locSU )5( に含まれるゲージボ

ゾンによって引き起こされる。ゲージボゾンとの相互作用は、共変微分を通じて導入されるの

で、クォーク・レプトンの共変微分を調べてみる。 locSU )5( では、５次元

( )
a

C
ebgra eddd n-=y + ,,,,

と１０次元表現

[ ]

abbgr

bgr

bb
C
r

C
g

gg
C
r

C
b

rr
C
g

C
b

ba

eddd
euuu
duuu
duuu
duuu

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
---
---
---

=y

+

+

0
0

0
0

0

2
1

,

に属していたので、この表現に対応する共変微分の表式をみてみる。

共変微分
locSU )5( のゲージ変換をU とすると、５次元の基本表現、y、に作用するとき

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ l
q= å

=

24

1

)(
)(

2
exp

A

A
A xiU

と表わされる。この基でyは

å
=

y=y¢
5

1,ba
baba U

となる。そこで、共変微分が ( )y-¶=y mmm VigD G で表わされるとして

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )y¢-y¶+y¶=y¢-¶=y¢¢-¶ mmmmmmm UVigUUUVigVig

( )y-¶= mm igVU （共変微分の要請）

( ) ( ) y-=y¢-y¶Þ mmm igUVUVgiU ( ) mmm -=¢-¶Þ igUVUVigU

( ) ( )1111 -
m

-
m

-
m

-
mm ¶-=¶+=¢Þ UUUigUVUUUigUVVig

となる。以上から、ゲージ変換と共変微分として

y=y¢ U 、  ( )y=y¢¢ mm UDD

( )11 -
m

-
mm ¶-=¢ UUUigUVVig
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( )y-¶=y mmm igVD

を得る。

一方、対応するゲージ場の微分項

mnnm ¶-¶ VV

のゲージ変換での変換性を調べると、

( )mnnm ¢¶-¢¶ VVig = ( )( ) ( )( )1111 -
m

-
mn

-
n

-
nm ¶-¶-¶-¶ UUUigUVUUUigUV

= ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )n«m-¶¶-¶¶-¶+¶+¶ -
nm

-
nm

-
mn

-
nm

-
nm

11111 UUUUUUVUVUUVUig

ここで ( ) ( ) 01 =n«m-¶¶- -
nm UigU より

= ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )n«m-¶¶-¶+¶+¶ -
nm

-
mn

-
nm

-
nm

1111 UUUUVUVUUVUig

さらに

mmm -¢=¶ igUVUVigU

( ) m
--

m
-

m
--

m ¢-=¶-=¶ VigUUigVUUUU 11111

を用いると

= ( ) ( ) ( )( )m
--

mn
-

nm
-

nmm ¢-+¶+-¢ VigUUigVUVUVUUVigUVUVigig 1111

( )( ) ( )n«m-¢--¢- n
--

nmm VigUUigVigUVUVig 11

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) m
-

n
-

mn
-

nm
-

nm
-

nm ¢-+¶+-¢ VUUVigUVUVigUVigUUVUVUUVVig 12121112

( ) ( ) ( )n«m-¢+¢¢--¢- n
-

mn
-

m
-

nm
-

nm VUUVVUUVUVUVUUVVig 11112

= ( ) ( ) ( m
-

n
-

mn
-

nm
-

nm
-

nm ¢-+-¢+¶ VUUVUVUVUVUVUUVVigUVigU 111121

) ( )n«m-¢-¢¢++¢- n
-

m
-

m
-

nm
-

nm VUUVVUUVUVUVUUVV 1111

= ( ) ( ) ( m
-

n
-

mn
-

nm
-

nm
-

nm ¢-+-¢+¶ VUUVUVUVUVUVUUVVigUVigU 111121

) ( )n«m-¢-¢¢++¢- n
-

mn
-

m
-

nm
-

nm VUUVVUUVUVUVUUVV 1111

= ( ) ( ) ( ) ( )n«m-¢-¢¢+¢-+¶ n
-

mnmm
-

n
-

mn
-

nm VUUVVVVUUVUVUVigUVigU 11121

= ( ) ( ) ( )mn
-

nmnm
-

mn
-

mnnm ¢¢--¢¢++¶-¶ VVUVUVVVUVUVigUVVigU 1121

= ( ) ( ) [ ] [ ]( )nm
-

nm
-

mnnm ¢¢+-+¶-¶ VVUVVUigUVVigU ,, 121

以上から、

( )mnnm ¢¶-¢¶ VVig = ( ) ( ) [ ] [ ]( )nm
-

nm
-

mnnm ¢¢--¶-¶ VVUVVUigUVVigU ,, 121

なので、
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[ ]nmmnnm ¢¢-¢¶-¢¶ VVigVV , = [ ]( ) 1, -
nmmnnm -¶-¶ UVVigVVU

即ち、

[ ]nmmnnmmn -¶-¶= VVigVVV ,

1-
mnmn =¢ UUVV

を得る。

次に、１０次元の表現の共変微分を求める。

][],[ baba y¢y¢=y¢ = ( )å
=

yy-yy
5

1,dc
dadcbcdbdcac UUUU

= ( )å
=

yy-yy
5

1,dc
cacdbddbdcac UUUU = ( )( )å

=

yy-yy
5

1,dc
bdcddcac UU

= ( )å
=

yy
5

1,
][

dc
bddcac UU = ( )å

=

yy
5

1,
][

dc
db

T
dcac UU

= ( )å
=

y¢
5

1,
],[

dc
db

T
dcac UU

そこで、

( )][],[ baba y¢y¢¶=y¢¶ mm = ( )å
=

m y¢¶
5

1,
],[

dc
db

T
dcac UU

= ( ) ( ) ( )[ ]å
=

mmm ¶y¢+y¢¶+y¢¶
5

1,
],[],[],[

dc
db

T
dcacdb

T
dcacdb

T
dcac UUUUUU

ここで

U igV U igUVm m m¢¶ = -

を使って

],[ bay¢¶m = ( ) ( ) ( )
5

[ , ] [ , ] [ , ]
, 1

TT T
c d db ac c d db ac c dac db

c d
igV U igUV U U U U igV U igUVm m m m my y y

=

é ù¢ ¢- + ¶ + -ê úë ûå

添字を取って ],[ bay ⇒ 10y とすると

10y¢¶m = ( ) ( ) ( )TT TigV U igUV U U U U igV U igUVm m m m my y y¢ ¢- + ¶ + -10 10 10

( )TTigV U U U igV Um m my y y¢ ¢ ¢¶ - -10 10 10 = ( ) ( )TT TigUV U U U U igUVm m my y y- + ¶ -10 10 10

ここで 10y¢ = TUU 10y を用いて

TigV igVm m my y y¢ ¢ ¢ ¢ ¢¶ - -10 10 10 = ( )T TU igV ig V Um m my y y¶ - -10 10 10

そこで

( )TD igV ig Vm m m my y y y= ¶ - -10 10 10 10
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とすると、

( ) TUDUD 1010 y=y¢¢ mm

これが、１０次元表現への共変微分である。以上から、ゲージ変換と共変微分は

y=y¢ U 、 ( )y=y¢¢ mm UDD

10y¢ = TUU 10y 、 ( ) TUDUD 1010 y=y¢¢ mm

( )11 -
m

-
mm ¶+=¢ UUUigUVVig

( )D igVm m my y= ¶ -

( )TD igV ig Vm m m my y y y= ¶ - -10 10 10 10

となる。

locSU )5( のゲージ変換をU とすると、５次元表現（列ベクトル表示）に作用するとき

y=y¢ U Å ( )y=y¢¢ mm DUD

１０次元表現（行列表示）に作用するとき

10y¢ = TUU 10y Å ( ) TUDUD 1010 y=y¢¢ mm

が分かったので、ゲージ場との結合は、 locSU )5( 不変に導入される。そこで、

( ) ( ) yy=yy=yy=y¢¢y¢ mmmm DDUUDUUD 

は不変となる。また、同様に、

( ) ( )( ) ( )( )TTTT UDUUUUDUUUD 101010101010 yy=yy=y¢¢y¢ mmm
TrTrTr

( )( ) ( )10101010 yy=yy= mm DUUD TT TrTr 

これより、

yy mD と ( )1010 yy mDTr

は、 locSU )5( 不変である。

ゲージ場との相互作用
locSU )5( ゲージボゾンは基本表現のクォーク・レプトン、y、

( )T
R

C
ebgr eddd n-=y + ,,,,

に働くとき５行５列の行列で表わされる。 locSU )5( の５行５列の行列は独立なのが２４個ある。

それを )(Al （A=1～24）とすると、

[ ] )()()( 2, CABCBA if l=ll
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ゲージボゾン )(AVm （A=1～24）とクォーク・レプトンの相互作用は ygy m
mD = ( )y-¶gy mm

m igVV

より ygy m
mV なので

å å
= =

m
m

m
m y÷÷

ø

ö
çç
è

æ l
gyºygy

5

1,

24

1

)(
)(

2ba A
b

A

ab

A

a VV

となる。 loc
cSU )3( の８個の行列 )81( ～=l A は、８つのグルオン： )()( AA VG mm = との結合を表わす

R
C
e

b

g

r

loc
cA

e
d
d
d

ASU

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

n-
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=l
=yl

+

00
081:)3( )8...1(

)( ～の

となる。 loc
LSU )2( の３個の行列 )2321( ～=l A は、３つの弱ボゾン： )20()(0 ii VW +

mm = との結合を表わす

R
C
e

b

g

r

loc
L

A

e
d
d
d

ASU ÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

n-
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=t

=yl
+

3212:)2( )3,2,1(

)(

～の0
00

となる。 loc
YU )1( は第４章－Ⅳ－Ｃで求めた YT で )24( =l A で表わされ )24(

mm =VB との結合を表わす

)1,1,
3
2,

3
2,

3
2.(

2
1

5
3

25
3

2

)24(

---==
l

= diagYT Y

である。さて、残りの行列は、 )209( ～=l A で )209( ～
mV との結合を表わす

R
C
e

b

g

r

A

e
d
d
d

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

n-÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

***
***

**
**
**

=yl
+0

0
)(

の構造をもっており、これは

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

b

g

r

d
d
d

⇔ ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

n-

+

e
C

e

の様に、クォークとレプトンを結びつけている。これから、陽子崩壊が起こる相互作用が導か

れる。
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通常、これらは

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=l

0
0

000
001

00
00
01

)9( のような対称なタイプを )19,17,15,13,11,9( =l A

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ -

=l

0
0

000
00

00
00
0

)10(

i

i

のような反対称なタイプを )20,18,16,14,12,10( =l A

と定義される。 209～=A の部分は

å
=

ml20

9

)(
)(

2A

A
A

V = +l
+

l mm )10(
)10(

)9(
)9(

22
VV

= +

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ -

+

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

mm )10()9(

000
00

00
00
0

2
1

000
001

00
00
01

2
1 V

i

i

V

0
0

0
0

= +

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

+

-

mm

mm

0
0

000
00

00
00
0

2
1

)10()9(

)10()9(

iVV

iVV

= +

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

+

-

mm

mm

0

0

000

00
2

00
00

0
2

2
1

)10()9(

)10()9(

iVV

iVV

ここで、

2

)10()9( mm

m
+

=
iVVX r 、

2

)12()11( mm

m
+

=
iVVX g 、

2

)14()13( mm

m
+

=
iVVX b

2

)16()15( mm

m
+

=
iVVYr 、

2

)18()17( mm

m
+

=
iVVYg 、

2

)20()19( mm

m
+

=
iVVYb
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を導入すると、最終的に、

å
=

m
÷÷
ø

ö
çç
è

æ l20

9

)(
)(

2A

A

ab

A

V =

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

mmm

mmm

mm

mm

mm

0

0

bgr

bgr

bb

gg

rr

YYY
XXX

YX
YX
YX







2
1

となる。

５次元と陽子崩壊を司るゲージボゾンとの結合は、

y
l

gy m
m

)(
)(

2
A

A

V = ( )

R
C
e

b

g

r

A

A
A

R
C
ebgr

e
d
d
d

Veddd

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

n-

l
gn-

+=

m
m

+ å
20

9

)(
)(

2
,,,,

= ( )

R
C
e

b

g

r

bgr

bgr

bb

gg

rr

R
C
ebgr

e
d
d
d

YYY
XXX

YX
YX
YX

eddd

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

n-÷÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

gn-
+

mmm

mmm

mm

mm

mm

m
+

0

0






2
1,,,,

= ( ) ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
gn-+÷÷

ø

ö
çç
è

æ

n-
g

m

m

m
+

+
mm

m rR
r

r
R

C
e

R
C
e

rrrR d
Y
X

e
e

YXd ,,
2

1 

= ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+Wgn-+÷÷

ø

ö
çç
è

æ

n-
Wg m

m
+

+

=

m
må rRrR

C
e

R
C
ebgra

aaR de
e

d ,
2

1
,,



= ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+Wgn-+÷÷

ø

ö
çç
è

æ

n-
Wg m

m
+

+
m

m RR
C
e

R
C
e

R de
e

d ,
2

1 

ここで、 ( )Taaa YX mmm =W , とした。

実際に、この相互作用をもとに、陽子崩壊が起こる相互作用を導くには、残りの L10 のク

ォークとレプトンが )209( ～
mV とどの様に相互作用しているかが必要となる。 L10 を [ ]ba,y

( ) ú
û

ù
ê
ë

é
ylgy å

=

m
m

20

9

)()( 2Tr
A

AAV からの寄与
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（ 51, ～=ba ）で表わすと

[ ]

abbgr

bgr

bb
C
r

C
g

gg
C
r

C
b

rr
C
g

C
b

ba

eddd
euuu
duuu
duuu
duuu

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
---
---
---

=y

+

+

0
0

0
0

0

2
1

,

である。この表示で、ゲージボゾン )(AVm （A=1～24）と [ ]ba,y の相互作用を求める。

locSU )5( ゲージボゾンは先ほど得られた共変微分を通して１０次元表現のクォーク・レプトン、

[ ]ba,y 、と相互作用をする。共変微分は

( )TD igV ig Vm m m my y y y= ¶ - -10 10 10 10

なので

( )1010 ygy m
mDTr = ( )Tr TigV ig Vm m m

my g y y yé ù¶ - -ë û
10 10 10 10

よりゲージ場との結合は

( )[ ] å åå
= ==

m
m

mm
m ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ l
y+y÷÷

ø

ö
çç
è

æ l
gy=y+ygy

5

1,

24

1

)(

],[

24

1
],[

)(
)(

],[
22

Tr
ba A ca

TA

cb
A

ac

bc

A
A

ba
T VVV 101010101010

å
=

m
m

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ l
y+y

l
gy=

24

1

)()(
)(

22
Tr

A

TAA
AV 101010

として与えられる。ここで、 ( ) 1010 y-=y
T

を用いた。まず、 ( ) ú
û

ù
ê
ë

é
ylgy å

=

m
m

1010
24

1

)()( 2Tr
A

AAV からの

寄与を調べてみる。

陽子崩壊に関連する )209( ～
mV ：

å
=

m
÷÷
ø

ö
çç
è

æ l20

9

)(
)(

2A

A

ab

A

V =

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

mmm

mmm

mm

mm

mm

0

0

bgr

bgr

bb

gg

rr

YYY
XXX

YX
YX
YX
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1

を代入して

( ) ú
û

ù
ê
ë

é
ylgy å

=

m
m

1010
20

9

)()( 2Tr
A

AAV からの寄与
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ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

g

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
---
---
---

mmm

mmm

mm

mm

mm

m

+

+ 0

0

bgr

bgr

bb

gg

rr

Lbgr

bgr

bb
C
r

C
g

gg
C
r

C
b

rr
C
g

C
b

YYY
XXX

YX
YX
YX

eddd
euuu
duuu
duuu
duuu







2
1

0
0

0
0

0

2
1Tr

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
---
---
---

·

+

+

Lbgr

bgr

bb
C
r

C
g

gg
C
r

C
b

rr
C
g

C
b

eddd
euuu
duuu
duuu
duuu

0
0

0
0

0

2
1

( )mm YX , の項に関係する項のみ計算する。

( )aaa duQ ,= （ bgra ,,= ）

とすると、 ( )Taaa YX mmm =W , としたので

÷÷
ø

ö
çç
è

æ=

m
m ú

û

ù
ê
ë

é
y

l
gy å

Y
X

forA

A
AV

24

1

)(
)(

2
Tr 1010

=

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
---
---
---

g

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

---

W-W-W-
W-W-W-
W-W-W-

+

+
m

m+m+m+

m+m+m+

mmm

mmm

mmm

Lbgr

bgr

bb
C
r

C
g

gg
C
r

C
b

rr
C
g

C
b

bLgLrL

bLgLrL
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陽子崩壊の相互作用
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陽子→陽電子＋π0

陽子→反電子ニュートリノ＋π+

この崩壊から陽子の崩壊幅（あるいは寿命）が計算される。大雑把には、
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これから、 fmMeV197 ･»c なので、寿命 ( )陽子t を導くには
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より、
1 1

0.3 1.74 4

15

15

1.6 10 1.6 10 1.10 2.43 1.10
10  GeV 2.3 2.3

1.10 10  GeV

G

G

M

M

æ ö æ ö´ ´
³ = ³ç ÷ ç ÷
è ø è ø

Þ ³ ´

 

になる。


