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第６章 超ゲージ対称性

Non-abelianゲージ群

「第１章 場の変換性と演算子」－「変数 Xが同じとき」より、 aT を generators にもつ Non-abelian
群の下で、
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に注意して、カイラル超場Fが
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で変換するとき、群の変換U で不変になる超運動項は、ベクトルゲージ超場 aV を導入すれば

( ) ( ) ( )† exp 2 a ax gV t xF F

である。ここに、 aV は不変性の要請により、
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より
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である。以降、省略形を用いる。
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さて、通常、微小変換 :V V V Vd d¢ = + とLを考えると、
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の展開を用いる。これから、摂動的な解
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を用いて、
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を 2V までで解くことになる。つまり、
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V の一次の項から
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これらより、
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以上から、
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Jacobi identity を用いれば、
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に注意する。

ここで、共変微分演算子を aÑ であらわし、

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )exp  with  expx i x x i xa a
¢ ¢Ñ F = - L Ñ F F = - L F

とする。これから、
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が要請される。この性質を満たすのは、
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である：
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一方、通常の共変微分は
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であるので、

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

† † †exp exp   with exp

exp exp exp exp

  &  exp exp exp exp

i Ui U iU V D V U Ui U U i

i i i V D V iD i V D V

D i V D V i V V

a a a m

m a a a a a

a a a a a

¢Ñ = Ñ = - = = - L

º + º - = + -

Þ = = - = -

D

D G

G

¶

¶ ¶

この対応より、
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( ) ( )( )exp expi V D Va a= -G

はゲージ接続に対応する。abelian の時のカイラルゲージ超場を利用すれば、
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と定義すればよい。

Abelianゲージ固定

さて、ゲージ場は
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の変換性を受ける。abelian の場合は、
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であるが、成分表記をするため、

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )( )

2

2

2

, ,1, ,
2

2 ,1  2
2

1  2 2
2

1      
2

      

x x
x i x i i i

x x x
x x x

x x F x i
x x x

x
F i i

x x x x

g

m n m
m m n

m n m
m m

m

m
m n m

m m m n

n m mn

q q
qsq q q qs q qs q qs q

f qy f q
f qy qq qs q qs q qs q

qs qqy fff qy qq qs q qs q qs q

qs q qs q qqqq

¶L ¶ L
L - = L + - + - -

¶ ¶ ¶

¶ - ¶
= - + - -

¶ ¶ ¶

¶ ¶¶
= - + - + -

¶ ¶ ¶ ¶

Ü =

Ü ( )
2

2

1
2

1 1  2 2
2 4

1 1  2
42

F i i
x x x x

F i i
x x x x

m b a m m
b a

m m
m m m

m

m m
m m m

m

qs q qy y q q s q ys qqq

f y ff qy qq qs q s qqq qqqq

f y ff qy qq qs q s qqq qqqq

× = = -

¶ ¶ ¶æ ö= - + - + - -ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø

¶ ¶ ¶
= - + - - -

¶ ¶ ¶ ¶

なので、



第６章超ゲージ対称性 2002 年 5/12

【安江正樹＠東海大学理学部物理学科】

( )
2

†

† 2 †
† †

1 12
42

1 1                   2
42

i i i iF i
x x x x

i i iF i
x x x x

m m
m m m

m

m m
m m m

m

f y ff qy qq qs q s qqq qqqq

f y ff yq qq qs q qs qq qqqq

¶ ¶ ¶
L -L = - + + + -

¶ ¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶
- + - + + +

¶ ¶ ¶ ¶

†

21 1 1 1     
2 2 2 2

V C i i i m i m V

Ci i i i D
x x x x

m
m

m m
m m m

m

d d qdc qdc qqd qqd qs qd

dc dc dqqq dl s qqq dl s qqqq d

= + - + - +

æ ö¶ ¶ ¶æ ö æ ö+ - - - + -ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø è ø

から、
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がわかる。そのため、特別なゲージパラメータ ( ), ,Ff y として、

( )† 0, 2 0, 0C C i m m Ff f c c y¢ ¢ ¢= + - = = - = = + =

を選ぶことができる。その結果、与えられた ( ), ,C mc に対して、常にこの成分を０にするよう

なゲージパラメータ ( ), ,Ff y を選ぶことができるので、変換後のV ¢は

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, ,
2
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mq q qs q qqql qqql qqqq¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + - +

と表すことができる、このV ¢を改めてV と表記すれば、

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, ,
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これをWess-Zuminoゲージと呼ぶ。このとき、
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である。

Non-abelianゲージ固定

対応するゲージ変換

( ) ( )† † †1, , ,
2 12
iV i V i V Vd é ùé ù é ù= L -L + L + L + L -L +ë û ë ûë û 

に注意すると、non-abelian ゲージ固定は

( )
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の要請が必要となる。この結果、
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になる。



第６章超ゲージ対称性 2002 年 6/12

【安江正樹＠東海大学理学部物理学科】

Non-abelianゲージ超場

共変微分演算子を aÑ であらわし、

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )exp  with  expx i x x i xa a
¢ ¢Ñ F = - L Ñ F F = - L F
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N N
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とする。これから、

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )exp  exp expx i x i ia a a a¢ ¢ ¢Ñ F = - L Ñ F ÞÑ = - L Ñ L

が要請される。この性質を満たすのは、

( ) ( )exp expV D Va aÑ º -

である：
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一方、通常の共変微分は
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であるので、
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この対応より、

( ) ( )( )exp expi V D Va a= -G

はゲージ接続に対応する。abelian の時のカイラルゲージ超場を利用すれば、
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=

= = -

= = -

¶ ¶ ¶ ¶
= - = - +
¶ ¶ ¶ ¶

å

G

と定義すればよい。

さて、Abelian の場合には、
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である。non-Abelianでは、
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である。第二項は、
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ba m n b n a b b m
b m n b n a a maa aa bb

l s q q s q q l q

q s q s q qqq l s q q s q q q l

q q s q s qq q l s q q q q q s
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¢ ¢ ¢ ¢
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é ù é ù+ê ú ë ûë û
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
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1  , ,
2

V V i V i V

V V i V i V

V V i

a

an m b n a b m b
m n b n a maa aa bb

n m b n a m b
m n b n ma aa ab

n m b n
m n ba aa

l

qq s s q qq q l s q qq q q s l

qq s s q qq q l s q qq qq s l

qq s s q qq q l s

¢

¢ ¢ ¢ ¢
¢¢ ¢ ¢

¢ ¢

¢ ¢

¢

é ù
ë û

æ ö é ùé ùé ù= - - + + ç ÷ë û ë û ë ûè ø

é ùé ùé ù= + +ë û ë û ë û

é ù= +ë û ( )

( ) ( ) ( )
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      ,
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2 2
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V i V

g i

V V V

V V V V

V

a m
n m a

m n mn mn

b n a b n a n a b
b n b n n baa aa aa

a b n n a b n n
b n n b n naa aa a a

n
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q qqqq s l

s s s

q l s q q l s q s q q l

q q l s s q q l qq s l s l qq

qq s l

¢

¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢

¢ ¢

¢ ¢

é ù é ù+ë û ë û
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é ùÜ = -ë û

= - + = - +

é ù= - ë û

= ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1, , ,
2 2 2

1 1  , 2 ,
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i V V i V i V

i V V i V

nm n m
m n n ma a a

mn m
m n ma a

qq s q qq qq s l qqqq s l

qq s q qqqq s l

æ öé ù é ùé ù + - +ç ÷ë û ë û ë ûè ø

é ùé ù= - +ë û ë û

故に、

[ ] ( ) [ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 , 2 ,

1   2 , ,
2

1  2 ,
2

D V D V i V D V
x x x

i i V V i V
x x x

i i V V
x

r
a ab r mb

b b m

r mn m
m n mb r mb a a

b b m

r mn
m nb rb a

b b

qs qq
q q q

qs qq qq s q qqqq s l
q q q

qs qq s q
q q q

æ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
= - + +ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø

æ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ æ öé ùé ù= - + + - +ç ÷ç ÷ë ûç ÷ ë û¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ è øè ø
æ ö¶ ¶ ¶ ¶ é ù= - + -ç ÷ ëç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø

( )

( ) ( )

( ) ( )

,

1  , ,
2

1     2 , 4
2

i V

i V V i V

i i V V
x

m
m a

mn m
m n mb a a

b

r mn
m nr ab a

b a

qqqq s l

qq s q qqqq s l
q q

qs qq s q qq
q q q

æ öé ù+ç ÷û ë ûè ø

æ ö¶ ¶ æ öé ùé ù= - - +ç ÷ç ÷ë ûç ÷ ë û¶ ¶ è øè ø
æ ö¶ ¶ ¶ ¶æ öé ù+ - Ü =ç ÷ç ÷ë ûç ÷¶ ¶ ¶ ¶è øè ø
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 1  4 , 4 , 2 2 ,
2 2
1 1  4 , 2 , 2 2 ,
2 2

  2 , 2 ,

i V V i V i i V V
x

i V V V i i V V
x

i V V V

mn m r b mn
m n m m nra a b a

mn m mn r b
m n m m nra a a b

mn m
m n ma a

s q qq s l qs q s q

s q qq s l s q qs q

s q qq s l

¶æ ö æ öé ùé ù é ù= - - + + -ç ÷ ç ÷ë û ë ûë û ¶è ø è ø
¶æ ö æ öé ùé ù é ù= - - - + -ç ÷ ç ÷ë û ë ûë û ¶è ø è ø

é ùé ù= - +ë û ë û ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 2 ,
2

  2 , 2 , 2 ,

  2 1 , 4 ,

    1   with ,

i i V V
x

i V V V V V
x

i i V V i V
x

i f x f y f V
x

mn r
m nra

mn m mn r
m n m m nra a a

mn r m
m n mra a

mn r mn
mn mn mn mra a

s q qs q

s q qq s l s q qs q

s q qs q qq s l

s q qs q s q

¶æ ö é ù-ç ÷ ë û¶è ø
¶é ùé ù é ù= - +ë û ë ûë û ¶

¶æ ö é ùé ù= - -ç ÷ ë û ë û¶è ø
¶æ öÜ - = =ç ÷¶è ø

( ) ( ) ( ) ( )( )

 & 

  2 4 ,

V y x i

i f y i V y y

n

mn m
mn ma a

qsq

s q qq s l

é ù = -ë û

é ù= - ë û

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )2 , 2 4 ,D V D V i f y i V y ymn m
a mn ma a

s q qq s lé ùÞ = - ë û

になる。これより、

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 12 , 4 4 2 4
2

1     2 4 ,
2

1 14 4 2 4 ,
2 2

y
gW y D D V V D V i y D y F y

x

i f y i V y y

i y D y F y if y y i V
x

bb mn n
a a a a a mn b na

a

mn m
mn ma a

bb mn m m
a a mn mn b mma a a

l
l d s q s qq

s q qq s l

l d s q s l s l qq

æ ö¶æ ö é ù= - = - + + ç ÷ç ÷ ê úë û ¶è ø è ø

é ù- - ë û

é ù ¶æ ö æ öé ù= - + + + +ç ÷ ç ÷ê ú ë û¶è ø è øë û





ここに、通常の共変微分として、

( ) ( ) ( )1 1 1,   ,
2 2 2
iV V y F y if y V V i V V V Vm m m mn mn mn m n n m m n m n n mé ùº ¶ + º + = ¶ - ¶ + = -ë ûD D D

に注意すると、

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 12 , 4 4 2 4
2

gW y D D V V D V i y D y V y y
bb mn m

a a a a a mn b ma a
l d s q s l qqæ ö é ù= - = - + +ç ÷ ê úë ûè ø

 D

が求まる。成分表示すれば、
1

2
N

a a

a
V g V t

=

= å に注意して、

( ) ( )

( )

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 2
2 2

12 2 2 , 2
2
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N N
a a a a

a a

N N N N
a a a a a a b b c c

a a b b

N N N N
a a a a a a b b c c b c bc

a a b b

iV i g V t ig V t

V y g V t g V t V t i g V t g V t

V t V t V t ig V t V t t t if

m m m m m m m

mn mn m n n m m n

mn m n n m m n

= =

= = = =

= = = =

= ¶ + = ¶ + = ¶ +

é ù= = ¶ -¶ + ê úë û
é ù é ùÞ = ¶ -¶ + Ü =ê ú ë ûë û

å å

å å å å

å å å å

D

    

a a abc a

a a a a a a abc a b c a a a a abc a b c

a a a abc b c

t if t

V t V t V t igif t V V V t V t gf t V V

V V V gf V V
mn m n n mn m n m n n m m n

mn m n n m m n

=

= ¶ -¶ + = ¶ -¶ -

Þ = ¶ - ¶ -

がわかる。つまり、
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2 4 4 2 4

  2 4 4 2 4

4 4 2 4

  4 4 2 4

a a a a a

a

a a a a

gW y i y D y V y y

g i y D y V y y t

W y i y D y V y y

i y D y V y y

bb mn m
a a a mn b ma a

bb mn m
a a mn b ma a

bb mn m
a a a mn b ma a

bb mn m
a a mn b ma

l d s q s l qq

l d s q s l qq

l d s q s l qq

l d s q s l

é ù= - + +ê úë û

é ù= - + +ê úë û

é ùÞ = - + +ê úë û

é ù= - + +ê úë û

å









D

D

D

D( ) at
a
qq

以上から、

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
2

1

1 1 exp exp
2 2

1       
2

1 1 ,
2 2

   4 4 2 4

1       ,   
2

WS

WS WS WS

aa a a a

N
a a

a

W y D D x D D V x D V x
ig g

V V i i D

W y D D V V D V
g

i y D y V y y t

iV ig V t V

b b
a b a b a

m
m

a a a

bb mn m
a a mn b ma a

m m m m m mn

qs q qqql qqql qqqq

l d s q s l qq

=

= = -

Ü = + - +

æ ö= -ç ÷
è ø

é ù= - + +ê úë û

Ü = ¶ + = ¶ + å

G

 D

D a a a abc b cV V gf V Vm n n m m n= ¶ -¶ -

が得られた。

R対称性

超対称演算子へのカイラル変換を導入する。

( ) ( ) ( )
[ ]

def
† exp  with  exp   and  exp

, ,R S R S

U S U S i S U i R i R

S i R S i R S i S S i R S i R S i S

a a a

a a a a a a a a

a a a

d a a a d a a a

= W º - = W =

é ùÞ = = - == - Û = = =ë û



 

これを R-charge と呼ぶ。そのとき、それらの表現である微分演算子の間に、

( ) ( ),   with  , ,   with  S SR S S S i R S S S i
x x

m m
a a a a a aa m a ma a

s q qs
q q
¶ ¶ ¶ ¶é ùé ù = - = + = = - -ë û ë û¶ ¶ ¶ ¶

     

が成立する。この解は、
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S S
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S

R S S R i i R i
x x x

f f R f fR R f R f R

R Rff R

fR i
x

m m m
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¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ ö æ ö æ öé ù = - Þ + - + = - +ç ÷ ç ÷ ç ÷ë û ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø è ø
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i R f
x
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以上から、

SR
a a

a aq q
q q
¶ ¶

= -
¶ ¶



Sa についても同様に、同じ演算子が得られる。添え字の上げ下げは「第３章超空間」の

,    a a
a aa a

a a

q q q q
q q q q
¶ ¶ ¶ ¶

= =
¶ ¶ ¶ ¶

に注意する。更に、

  and  S SR Rq q q q= = - 

なので、

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1exp
!

exp
!

n n

S S S S
n

n

n

i R i R R R
n

i
i

n
a a

q a q a q q q q q

a
q a q

¢ º = Ü = ® =

= =

å

å

   

より

( ) ( )exp e   and  exp ei i
S Si R i Ra aq a q q q a q q-¢ ¢= = = = 

がわかる。

さて、任意の場 ( )ˆ , ,xj q q の演算子に対して R-charge を nとするとき

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
def

ˆ ˆ ˆ, , exp , , exp exp , ,x i R x i R in xj q q a j q q a a j q q¢ ¢ ¢ = - º

と定義する。その時、

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ, , , e ,e exp , ,i i
Sx x i R xa aj q q j q q a j q q-¢ ¢ ¢ ¢ ¢= = 

に注意すると、

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

def

ˆ ˆ ˆ, , exp exp , , exp , ,

ˆ ˆ ˆ, , exp exp , , exp , ,

S

S

x i R in x in x

x i R in x i R xj

j q q a a j q q a j q q

j q q a a j q q a j q q

¢ ¢ ¢ - = -

¢Þ = - º



 

で導入されるRj は、

  with  S SR n R R a a
j a aq q

q q
¶ ¶

= - = -
¶ ¶

  

になる。これを成分場の R-charge として定義できる。従って、

１）カイラル超場
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( ) ( ) ( ) ( )
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- -

- -

¢ ¢ ¢ ¢F = - +

= F = - +

= - - +

= - +
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 



２）ゲージ超場
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D x

V x V x x x x x D x D xa aa a
m m
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æ ö
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è ø
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以上から
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;  1V V

R n R n R F n

R V R D n R nm

f y

l
F F F= = - = -

= = = +

を得る。


