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第９章 ミンコフスキー時空

Ⅰ.時空間と計量

【第 8 章 4 次元ベクトル】では、4 次元空間の点 xまでの距離の 2 乗が
3

2

, 0
s x xm n

mn
m n =

= å g (9.1)

で与えられ、4 次元空間の微小距離の 2 乗が

( )
3

2

, 0
ds dx dxm n

mn
m n =

= å g (9.2)

で表せる事を導いた。ここで、 mng は行列g

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

æ ö
ç ÷-ç ÷=
ç ÷-
ç ÷

-è ø

g (9.3)

の要素を表し

( ) 00 11 22 331,  1,  0mn mn
= Þ = = = = - これ以外はgg g g g g (9.4)

である。1 (9.4)で与えられる微小距離の 2 乗を持つ空間を

 ミンコフスキー空間

という（【問題１】(9.4)を用いて(9.1)の 2s を計算せよ）。ミンコフスキー（ヘルマ

ン・ミンコフスキー、Hermann Minkowski、1864 年 6 月 22 日～1909 年 1 月 12 日）

によって考えられた４次元の空間で、

 アインシュタインの相対性理論の数学的基礎

を与えた。特に、ミンコフスキー空間の時には、

 mng の代わりに ( )00 11 22 331,  1,  0mnh h h h h= = = = - これ以外は を用いる

事もある。従って、

( ) ( )
3

2

, 0
  ds dx dxm n

mn
m n

h
=

= å ミンコフスキー空間 (9.5)

と表す。

特に、

 ( )2ds は mng が決まると計算できる量

である。つまり、

                                           
1 ( )mn mn

=g g の mng は下付き添え字であり、 ( )mn=g g の様な上付き添え字ではないので注意する事。上付き添え字は

( )1 mnmn -=g g である。 ,mn
mng g の違いは厳密であるが、行列要素を示す ( ) ( ) ( ) ( )1 1,  ,  ,  

mnmn

mn mn

- -g g g g はどれも正しい

表記であるので、 ( ) ( )mnmn mn
= =g g g であり、 ( ) ( )1 1mnmn

mn

- -= =g g g である。
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 いろいろな空間は、計量 mng によって区別できる

ことになる。例えば、

1. 2 次元ユークリッド空間（半径 Rが一定の球面）（極座標：
 1 2

,
m m

q f
= =

）
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2. 3 次元ユークリッド空間（直交座標
  1 2 3

, ,x y z
m m m= = =

）
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3. 3 次元ユークリッド空間（球）（極座標
  1 2 3

, ,r
m m m

q f
= = =

）
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4. 4 次元ユークリッド空間（直交座標
   0 1 2 3

, , ,ct x y z
m m m m= = = =

）
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(9.9)

5. 4 次元ミンコフスキー空間（直交座標
   0 1 2 3

, , ,ct x y z
m m m m= = = =

）
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6. 4 次元シュバルツシルド空間（極座標
   0 1 2 3

, , ,ct r
m m m m

q f
= = = =

）
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等がある（【問題２】(9.2)と比較して、4 次元シュバルツシルド空間(9.11)でのgを求めよ）。ここ

に、[6. 4 次元シュバルツシルド空間]は一般相対性理論の要請を満たす空間で、一般的にはリー

マン空間といわれる空間の一種である。2 この mng からは質点の質量をmとするとき、万有引力

2
GMm
r r

= -
万有引力

F r (9.12)

が導かれる（【問題３】
万有引力

F を求めよ）。球面の例のように

 mng が座標に依存するとき空間が曲がっている

事を示す（【問題４】上述の 6 つの例の中で、曲がっている空間はどれか？）。特に

 シュバルツシルド空間は重力により曲がった空間

である。

Ⅱ.ベクトル

【第 8 章 ４次元ベクトル】では「反変ベクトル xm 」(8.57)と「共変ベクトル xm」(8.58)の変換性
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を導いた。ここに、

                                           
2 リーマン（ゲオルク・フリードリヒ・ベルンハルト・リーマン、Georg Friedrich Bernhard Riemann、 1826 年 9
月 17 日～1866 年 7 月 20 日）は、1854 年の教授資格講演「幾何学の基礎にある仮説について」で、初めて多様体

の概念を導入して、リーマン幾何学を確立した。後にアインシュタインによって一般相対性理論に応用された。
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この結果は、任意のベクトルに対して拡張でき

反変ベクトル Am のローレンツ変換は ( )
3 3

0 0
A U A U Amm n m n

nn
n n= =

æ ö¢ = =ç ÷
è ø

å å (9.16)

共変ベクトル Am のローレンツ変換は ( )
3 3

1

0 0
A U A U A

n n
m n m nm

n n

-

= =

æ ö¢ = =ç ÷
è ø

å å (9.17)

である（【問題５】(9.16)のSを展開し 0A¢ を表せ）。ここで、

(9.18)
のルールになる。 Am と Am は mng と mng を用いて

3 3

0 0
,   A A A An m mn

m mn n
n n= =

= =å åg g (9.19)

互いに移行できる（【問題６】 mng と mng の満たす関係を述べよ。「添え字の位置が違う」ではない。

【第８章 ４次元ベクトル】ーⅡ.４次元座標ベクトルを見よ。）。その成分は

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 0 0
0 1 2 3: , , , , , , ,   : , , , , , ,x y z x y zA A A A A A A A A A A Am

m -= = - -A A A A A A (9.20)

である。 x軸方向に速度vのローレンツ変換U では、(9.16)と(9.17)は

反変ベクトル： ( ) ( ) ( )
0 1 1 0

0 1 2 2 3 3

2 2

2 2

: ,  ,  ,  
1 1

A A A A
c cA A A A A A A AU

c c

- -
¢ ¢ ¢ ¢ ¢= = Þ = = = =

- -

 

v v

v v
(9.21)

共変ベクトル： ( ) ( )( )
0 1 1 0

0 1 2 2 3 32 2

2 2

1 : ,  ,  ,  
1 1

A A A A
c cA A A A A A

c

U A A

c
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+ +

¢ ¢ ¢ ¢ ¢= = Þ = = = =
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v v
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(9.22)
のように、

 【性質１】：変換の仕方が(9.16) A UA¢ = と(9.17) 1A AU -¢ = のとき４次元ベクトルになる

 【性質２】：
3 3

0 0
A A A Am m

m m
m m= =

¢ ¢=å å を満たすと４次元ベクトルになる

性質がある（【問題７】(9.21)と(9.22)を用いて【性質２】を証明せよ）。 ( ): , ,x y zA A A A で表すと

● 上添え字は、U で変換

● 下添え字は、 1U - で変換

ルール
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共変ベクトル
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になる。この場合、どちらの結果も同じ

0 0

0

2 2
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,  ,  ,  
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x y y z z
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c c
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であることが分かる。

【微分ベクトル】

更に、反変ベクトルと共変ベクトルの関連性を見るために、反変ベクトル xm から作られる微分

演算子
xm
¶
¶

の変換性を調べる。微分の性質を用いて

3

0

x
x x x

n

m m n
n =

¶ ¶ ¶
=

¢ ¢¶ ¶ ¶å (9.26)

である（【問題８】2成分の場合に、 ( ) 0 1f x x x= の時、 0 0 1 1 1 0cosh sinh ,  cosh sinhx x x x x xq q q q¢ ¢= - = -

と、これより得られる 0 0 1 1 1 0cosh sinh ,  cosh sinhx x x x x xq q q q¢ ¢ ¢ ¢= + = + を用いて、
( )

0

f x
x
¢¶
¢¶

( )1

0
0

f xx
x x

n

n
n =

¶¶
=

¢¶ ¶å を証明せよ。 ( ) 0 1f x x x¢ ¢ ¢= ではないので注意すること。）。また、
x
x

n

m

¶
¢¶

の計算に(9.13)

より ( )x xn ¢= で表される式 の形にする。これは行列表記をすると計算しやすくなる。つまり
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より、
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0
x U x

mm n

n
n
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=
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がわかる。
x
xn
m

¶
¢¶

に用いるので、添え字を xn に整えるため、和の添え字を r にして
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従って、
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である。
x
x
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は、
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0 01,  0x x
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¢ ¢¶ ¶
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など (9.31)

で表される。そこで、
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n rn n r
mm mr r

r r
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= =

¢¶ ¶
= =
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が分かる。クロネッカーd の性質により

( ) ( )
3

1 1

0
U U

n nr
mr m

r

d- -

=

=å (9.33)

を用いると（【問題９】(9.33)を導け）、
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3
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0

x U U
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r
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=

¶
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を得る。従って、(9.26)は
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x x x x
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-

= =

¶ ¶ ¶ ¶
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つまり、
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1
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U U

x x x
n n
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n n

-
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¶ ¶ ¶æ ö= =ç ÷¢¶ ¶ ¶è ø
å å (9.36)

である。これは、(9.17)の共変ベクトル Am の変換性と比較すれば、
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 微分演算子
xm
¶
¶

は共変ベクトルである

ことがわかる。従って、

 反変ベクトル xm があると自動的に共変ベクトル
xm
¶
¶

が現れる

ことになる。この微分ベクトルは、

0 1 2 3

0 1 2 3

: , , , , , ,

: , , , , , ,

x y z

x y z

x x x x x c t

x x x x x c t

m

m

ì ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ ö æ ö= Ñ Ñ Ñç ÷ ç ÷ï¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø è øï
í æ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ öï = -Ñ -Ñ -Ñç ÷ ç ÷ï¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è øè øî

(9.37)

と表せる。

Ⅲ.スカラー・ベクトル・テンソル

反変ベクトル Am と共変ベクトルBm の内積は、通常 3 次元ベクトルの内積表記に習って
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1 1 2 2 3 3
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3
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m
m

m

m
m

m

=

=

=

× + +
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A B AB A B A B
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A B A B A B

(9.38)

( ) ( )2 22 2 2 2 2x ct x y z ct= - - - = -内積： x

と表し
3 3

0 0
A B A Bm m

m m
m m= =

=å å内積： (9.39)

で表される。ローレンツ変換後の内積：
3

0
A Bm m

m=

¢ ¢å は

( )
3 3 3 3
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0 0 0 0
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m m m
m
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m n
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n
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æ öæ ö¢ ¢ = ç ÷ç ÷
è øè ø

å å å å (9.40)

の変換を受ける。ここで、和記号に同じ添え字のn が使われているので、区別するために他の添

え字にするとよい。ここでは、添え字 r を用いて

( ) ( )
3 3 3 3 3

1 1

0 0 0 00 0

3 3

0
A B U A U B U U BAn n

n

rm m n m r

m n rm m
m m n mr

r
r
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= = = == = =
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であるが、[ ]の項は
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= =å (9.42)

になるので、
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より

( )
3

0
I B Br

r nn
r=

=å (9.44)

を用いて（【問題１０】(9.44)を証明せよ）

( )
3 3 3 3
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A B A I B A Brm n n

m r nn
m n r n= = = =

¢ ¢ = =å å å å (9.45)

を得る。
3 3

0 0

A B A Bmn
n m

n m= =

=å å より添え字をmに整えて

3 3

0 0
A B A Bm m

m m
m m= =

¢ ¢ =å å (9.46)

である。このことは、

 ローレンツ変換により Am とBm の各成分は値は変わるが、内積
3

0
A Bm m

m=
å の値は不変

であることを示している。このように、

 ローレンツ変換で不変な量をスカラー（scalar）
という。

さて、このスカラー
3

0
A Bm m

m=
å は、色々な書き方があり

3 3 3 3

0 , 0 , 0 0
A B A B A B A Bm m n mn m

m mn m n m
m m n m n m= = = =

= = =å å å åg g (9.47)

すべて同じである。一般に、

 すべての添え字の和が取られている量はスカラーである

事が分かる。例えば、
3 3 3 3

, 0 , , 0 , , , 0 , , , 0
,   ,   ,   A B T A B T C A B T C A T Cm n m n r m rs n mnrs

mn mn r r mn s m nrs
m n m n r m n r s m n r s= = = =
å å å å (9.48)

はスカラーである。但し、添え字の和が「たすき掛け」になっている必要があるので、
3 3 3 3

, 0 , , 0 , , , 0 , , , 0
,   ,   ,   A B T A B T C A B T C A T Cmn r mm n m n r m rs mnrs n

mn r mn rsn s
m n m n r m n r s m n r s= = = =
å å å å (9.49)

はスカラーでない。 で囲まれた添え字の取り方が「たすき掛け」ではない。このような「たす

き掛けではない」表記は

 ミンコフスキー空間の量として、「たすき掛けではない」表記は使用しても意味がない

ので注意する事。添え字を 2 個以上持つ量をテンソルといい、
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 n 個の添え字を持つ場合に、n 階のテンソル（n-th rank tensor）
という。例えば、

 Am ･･･1 階の反変テンソル（反変ベクトル）

 Tmn ･･･2 階の共変テンソル

 T r
mn ･･･3 階の混合テンソル

 T mnrs ･･･4 階の反変テンソル

である。ちなみに、T r
mn の変換性は、上添え字はU 、下添え字は 1U - のルール(9.18)を参考にして

( ) ( ) ( )
3 3

1 1

, , 0 , , 0
T U U U T U U U T

k k
k k

k

trr r
mn m n

t
t t
s s

ss
s st t

n
k

m

- -

= =

¢ = =å å (9.50)

と導かれる（【問題１１】同様にしてTmn の変換性を導け）。


