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第８章 ４次元ベクトル

Ⅰ.座標ベクトル

通常、相対性理論の記述には、

( ) ( )


2 , ,
ct ct ct ct

s ct x ct x U
x x x x

¢ ¢æ ö æ ö æ ö æ ö¢ ¢= = Ü =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷¢ ¢è ø è ø è ø è ø

ローレンツ変換

g g (8.1)

の行列表記はあまり用いられない。代わりに、ctや xの列ベクトルの成分の添え字として、0,1を
使って要素を表記する。そこで、(8.1)を要素の添え字を用いて表してみる。そのため、
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のように、

 ( ) 0,1xm m = という成分表示

を採用する（上付きの添え字なので注意： xmとは異なる）。同様に、計量gは行列要素として、1

( )00g 、 ( )10g 、 ( )10g 、 ( )11g
( ) ( )

( ) ( )

0, 0 0, 1

00 01
1, 0 1, 1

10 11

m n m n

m n m n

= = = =

= = = =

æ ö
ç ÷Ü = ç ÷
ç ÷
è ø

g g
g

g g

(8.4)

を持つ。2 通常、下付き添え字で ( )0,1m = と ( )0,1n = を用いて ( )mng で表わすので、 mng という成分

表示：

( )mn mn
=g g (8.5)

を採用する。つまり、

( ) ( )

( ) ( )

0, 0 0, 10, 0 0, 1

00 01 00 01
1, 0 1, 11, 0 1, 1

10 11 10 11

m n m nm n m n

m n m nm n m n

= = = == = = =

= = = == = = =
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g g
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g
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(8.6)

                                           
1 通常は 1 行 1 列から始まるので、 ( ) ( ) ( ) ( )11 12 21 22,  ,  ,   g g g g であるが、 ( ) ( ) , 0,1

mn
m n =g で表すために ( )00g から始

める。
2 ここで行列要素を示す場合、( )mn は ( )mn のように ( )を用いる。この時には、上付き添え字・下付き添え字の区別

はなく、行列要素の番号を示す。 ( )mn mn
= gg も ( )mnmn = gg も同じである。
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である。ここで、添え字が

 添え字が mng の下付き

であり

 添え字が xm の上付き

と異なるので注意する。これらの表記を用いると、(8.1)は、
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n
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å å å å



g g g (8.7)

と表せる。ここで、2 つの和記号を 1 つの和記号で表し
1 1

2

, 0 , 0
s x x x xm n m n

mn mn
m n m n= =

= =å åg g (8.8)

の省略表記を用いる。和を具体的に表して
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(8.9)

なので、

( )00 00 1001
10

11 11

22 2211 11
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1 100
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g
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(8.10)

が成り立つ。あるいは、 Tg （gの転置行列：Transport matrix）で表すと

10 0100 00 00 0

1

0

11 11 1

01 01 01 01

0 1 1101 01 01

T
T T

=æ ö æ ö æ ö æ ö
= = Þ = = = Þ =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø

ggg g g g

g

g g g g
g

g g g gg gg
g g g g (8.11)

になる。以上から、計量は

( ) , 0,1mn nm m n= =g g (8.12)

T =g g (8.13)
の性質を満たすことがわかる。微少量 dxm に対しても、(8.8)と同様にして

( )
1 1

2

, 0 , 0
ds dx dx dx dxm n m n

mn mn
m n m n= =

= =å åg g (8.14)

である。数学用語では

 xm：ベクトル（vector）＝上付きの添え字の場合、特に反変ベクトル（contravariant vector）
と呼ぶ

 mng ：2 階のテンソル（tensor）

という。
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Ⅱ.４次元座標ベクトル

以上は、時間 tと座標 xの 2 次元である。実際は、空間 3 次元なので ( ), ,x y z の 3 つの座標が必要

になる。従って、時間 tと座標 3 次元なので、４次元である。このとき、(8.2)や(8.3)は
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(8.15)
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(8.16)

と拡張できるが、使用する表式は、 xm と同じ表式のままである。成分が分かるように

4次元反変ベクトル：
   0 1 2 3

: , , ,x ct x y z
m m m m

m
= = = =æ ö

ç ÷
ç ÷
è ø

(8.17)

と表記する。添え字を0,1から0,1, 2,3に拡張し、2 次元から 4 次元に変更すればよい。そのため、

計量
1 0
0 1
æ ö

= ç ÷-è ø
g を 4 次元に拡張し

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

æ ö
ç ÷-ç ÷=
ç ÷-
ç ÷

-è ø

g (8.18)

である。4 次元の場合でも、 mng は(8.5)： ( )mn mn
= gg で与えられ、(8.18)より

( )00 11 22 331,  1 0= = = = - これ以外はg g g g (8.19)

である。 2s の表式(8.7)は

31
2 2

, 0 , 0
s x x s x xm n m n

mn mn
m n m n= =

= Þ =å åg g (8.20)

と拡張し

3 3
2

, 0 , 0
s x x x xm n m n

mn mn
m n m n= =

æ ö
¢ ¢= =ç ÷

è ø
å åg g (8.21)

になる（【問題１Ａ】4 次元の場合に、(8.19)を用い(8.16)に従って(8.21)を ( ), , ,ct x y z を用いた行列
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で表せ）。 ( )2ds の表式(8.14)も、

( ) ( )
31

2 2

, 0 , 0
ds dx dx ds dx dxm n m n

mn mn
m n m n= =

= Þ =å åg g (8.22)

と拡張される。従って、

( )
3 3

2

, 0 , 0
ds dx dx dx dxm n m n

mn mn
m n m n= =

æ ö
¢ ¢= =ç ÷

è ø
å åg g (8.23)

になる。

【第 7章 計量空間】-Ⅲ.微小距離と固有時間での、(7.34)と同様に、(8.23)より

( ) ( )2 2cd dst = (8.24)

と同様にして、4 次元時空でも固有時間t を導入することができる。成分で表すと

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1

ds cdt dx dy dz cdt dx dy dz

d dt dx dy dz dt dx dy dz
c c

t

é ù é ù¢ ¢ ¢ ¢= - + + = - + +ë û ë û

é ù é ù¢ ¢ ¢ ¢= - + + = - + +ë û ë û

(8.25)

である。この時、

: , ,dx dy dz
dt dt dt

æ ö
ç ÷
è ø

v (8.26)

として、3 次元速度をvで表すと、

2

21d dt
c

t = -
v (8.27)

を得る。（【問題１Ｂ】(8.27)を導け）。

4 次元のローレンツ変換は、2 次元のローレンツ変換

cosh sinh
cosh sinh

ct ct x
x x ct

q q
q q

¢ = -
¢ = -

(8.28)

をそのまま拡張して

2 2

cosh sinh 1cosh ,  sinh
cosh sinh 1 1  =

sinhtanh  
cosh

ct ct x
x x ct
y y c
z z

q q bq q
q q b b b

qq
q

¢ = -ì ì = =ï ï¢ = -ï ï æ ö- -Üí í ç ÷¢ = è øï ï =ï ï¢ = îî

v (8.29)

で与えればよい（【問題２】 tanh
c

q =
v
より cosh ,  sinhq q を

c
v
で表せ）。行列表記をすると、

cosh sinh 0 0
sinh cosh 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

ct ct ct
x x x

U
y y y
z z z

q q
q q

¢ -æ ö æ öæ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷¢ -ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷= =
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷¢
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷¢è ø è øè ø è ø

(8.30)
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と表せるので

2 2

2 2

1 0 0
1 1cosh sinh 0 0

sinh cosh 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1

U
c

b

b bq q
q q b

b
b b

æ ö-ç ÷- --æ ö ç ÷
ç ÷ ç ÷-ç ÷ -ç ÷= = Ü =
ç ÷ - -ç ÷
ç ÷ ç ÷è ø ç ÷

ç ÷
è ø

v (8.31)

である。これは x方向に移動する場合のローレンツ変換であるが、その他に、y方向、z方向に移

動してゆく場合もある（【問題３】y 方向、z 方向に移動する場合の(8.29)と(8.31)に対応するロー

レンツ変換を求めよ）。

4 次元空間の計量gは、【第７章計量空間】―Ⅱ.ローレンツ不変の(7.16)： TU U =g gに対応して、

(8.18)と(8.31)を用いると、4 次元空間の計量gも見かけ上同じ関係式：
TU U =g g (8.32)

を満たす事が分かる。同様に、
T =g g (8.33)

である。この計量gを（つまり、 mng ）用いると、下付添え字の 4 次元ベクトルの xmが導入でき

る。(8.21)より、(8.7)を参考にして 2 つの和記号を復活して表すと

3 3 3
2

, 0 0
s x x x xm n m n

mn mn
m n m n= =

æ ö
= = ç ÷

è ø
å å åg g (8.34)

である。そこで、

3 3 3
2

0 0
s x x x xm n m

mn m
m n m= =

= =å å åg (8.35)

のように xmで表す事にすると、

3

0
x xnm mn

n =

=åg (8.36)

である。ここで、

 「下付き添え字のベクトル xm」を共変ベクトル（covariant vector）

という。このように

 反変ベクトル xm から共変ベクトル xm

が作られる。(8.17)に対応して

4次元共変ベクトル：
   0 1 2 3

: , , ,x ct x y z
m m m m

m

= = = =æ ö
ç ÷- - -
ç ÷
è ø

(8.37)

を得る（【問題４】(8.36)より(8.19)を参考にして(8.37)を導け）。
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逆に

 共変ベクトル xmから反変ベクトル xm

も作る事ができる。そのために、行列表記を用いるとよい。(8.36)の行列表記は、(8.18)を用いて

3

0

ct ct
x x

x x
y y
z z

n
m mn

n =

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷-ç ÷ ç ÷= Þ =
ç ÷ ç ÷-
ç ÷ ç ÷
-è ø è ø

å gg (8.38)

と計算される。これより、 1-g （gの逆行列）を導入し
1 I- =g g (8.39)

を用いると

1

ct ct
x x
y y
z z

-

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷-ç ÷ ç ÷=
ç ÷ ç ÷-
ç ÷ ç ÷

-è ø è ø

g (8.40)

を得る。ここに、

1

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

-

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷- -ç ÷ ç ÷= Ü =
ç ÷ ç ÷- -
ç ÷ ç ÷

- -è ø è ø

g g (8.41)

である。(8.40)を要素の表式に戻すと

,   

ct ct
x x

x x
y y
z z

m

m
n

n

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷-ç ÷ ç ÷= =
ç ÷ ç ÷-
ç ÷ ç ÷

-è ø è ø

(8.42)

の上付き・下付きの違いに注意して

( )
3

1

0
x x

mnm
n

n

-

=

=å g (8.43)

を得る。ここで、 ( )mn mn
=g g に対応して、上付き添え字を持つ mng を

( )1 mnmn -=g g (8.44)

として導入する（【問題５】 00 11 22 33, , ,g g g g を求めよ）。その結果、(8.43)は
3

0
x xm mn

n
n =

=åg (8.45)

と表記される。また、 1 I- =g g より、上付き・下付きに注意して

( ) ( ) ( ) ( )
3 3

1 1

0 0
I Ir rr

n mm mn
n nr r

n n

m m- -

= =

= = Þ =å åg g g g g g (8.46)

ここで、クロネッカーのd （デルタ）は I の行列要素に等しいので



7/9 平成 29 年 3 月 24 日午後 1 時 38 分 第８章 ４次元ベクトル

( )I m m
rr

d= (8.47)

である（【問題６】 ( ) , 0,1, 2,3m
rd m r = の成分をすべて求めよ）。従って、

3

0

mn m
nr r

n

d
=

=åg g (8.48)

が満たされる。

Ⅲ.ベクトルのローレンツ変換性

反変ベクトルのローレンツ変換は、

cosh sinh 0 0
sinh cosh 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

ct ct ct
x x x

U
y y y
z z z

q q
q q

¢ -æ ö æ öæ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷¢ -ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷= =
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷¢
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷¢è ø è øè ø è ø

(8.49)

で与えられ、その成分表示は、

 U のm行n 列（ , 0,1, 2,3m n = ）の行列要素を ( )U
m n

m

n

行 列

で表す。(8.42)より xm を用いて

( )
3

0
x U xmm n

n
n =

¢ =å (8.50)

である。このとき、共変ベクトルのローレンツ変換は、(8.40)を(8.49)に適用して

1 11

ct ct ct
x x x
y y y
z

ct ct ct
x x x
y y y
z z z

U

z

U

z

U - --

æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷- -ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷- -
ç ÷ ç ÷ ç ÷

- -è ø è ø è

¢ ¢ ¢æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷¢ ¢ ¢- -ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷

= Þ = Þ =
¢ ¢ ¢- -

ç ÷ ç ÷ ç ÷¢ ¢ ¢- -è ø è øè ø ø

左から を掛けるg

gg gg (8.51)

を得る。ここで、(8.32)より、 1U -g g を計算することができ、 1U - を用いて

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1

1
1

1 1

1
1

1 1 11

1 1                                                                                      

T

T T

T T T T

T

U
T T

T
U U

U UU U U U U U I U U

U U U

-
-

-

- - - -

-

-

=
-

-

-

= Þ = Þ = Þ =

Þ = =

両辺に
両辺に

を掛けるを掛けるg

g gg g g g g

g

gg g

g

(8.52)

より

( )1 1 T
U U- -=g g (8.53)

と計算できる。結局

( ) ( ) ( ) ( )1 11 , , ,

                           

T T

TT T

T
TT

ct cct ct ct
x x x

U ct x y z
y y y
z

t
x x
y y
z

U

z z z

U - --

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷- -ç

¢ ¢ é ùæ ö æ ö æ ö
ê úç ÷ ç ÷ ç ÷¢ ¢- ÷ ç ÷

ç ÷ ç
- - ê úç ÷ ç ÷ ç ÷ ¢ ¢ ¢ ¢= Þ = Þ - - - =

ê úç ÷ ç ÷ ç ÷¢ ¢- - -
ê úç ÷ ç ÷ ç ÷¢ ¢- - - ê úè ø è

÷- -
ç ÷ ç ÷
- -è ø è

é ù
ê úë

ø è ø ë û

û

ø

両辺の転置
を取る

( ) ( ) 1                                                              , , , , , ,ct x y zc x y z Ut -¢ ¢ - - -¢ ¢Þ - - - =
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(8.54)
である。成分表示は、(8.42)より

( ), , ,

ct
x

x ct x y z x
y
z

m mm

m

æ ö
ç ÷-ç ÷= - - - Ü =
ç ÷-
ç ÷
-è ø

(8.55)

であり、

 1U - のm行n 列（ , 0,1, 2,3m n = ）の行列要素を ( )1U
m n

m

n

-

行 列

で表記する。(8.54)は、

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
3

1

0
, , , , ,, , , ,,, ,ct x y z ct xct x y z ct xy y zU z U

n m
n

m m
n

n
=

- -¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢- - - = Þ - -- - - - - -- =å
行 列

(8.56)

である。(8.55)を用いて

( ) ( )
3 3

1 1

0 0
x x U U x

n n

m n nm m
n n

- -

= =

¢ = =å å (8.57)

を得る。従って、

( )
3

0
x U xmm n

n
n =

¢ =å (8.58)

( )
3

1

0
x U x

n

m nm
n

-

=

¢ =å (8.59)

である。簡略表記として

( )
3

0
x U x U U mm m n m

n n n
n =

¢ = Ü =å ･･･反変ベクトル (8.60)

( )
3

1

0
x U x U U

nn n
m m n m m

n

-

=

¢ = Ü =å ･･･共変ベクトル (8.61)

を用いる。3以降、mやn を用いるときには、右上添え字や左下添え字の場所に注意し

 U m
n ：「mは左上、n は右下」

 Un
m：「mは右上、n は左下」、

を用い、左右の違いがわからなくなる

 Un
m を用いない

様に注意する。U に付いている添え字の付き方の違い：
3 3

0 0
,   x U x x U xm m n n

n m m n
n n= =

¢ ¢= =å å (8.62)

に注意する。従って、

                                           
3 ここで、(8.60)のU の行列要素の添え字の位置はU m

n であり、
3

0

U x U xm n
mn mn

n =

¢Þ =å や
3

0

U x U xmn m mn n

n =

¢Þ =å は間違い

であるので注意する。
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( ) ( ) ( ) ( )
3

0

3
1 1

0
U U U U UU I

n

n
n

mm mm n m
n r rrr r

n

d- -

==

= = = =åå (8.63)

なので、
3

0
U U n

n
n

r r
m md

=

=å
が成立する。


