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第７章 計量空間

Ⅰ.計量

ローレンツ回転は

ct ct
U

x x
¢æ ö æ ö
=ç ÷ ç ÷¢è ø è ø、

cosh sinh
sinh cosh

U
q q
q q

-æ ö
= ç ÷-è ø

(7.1)

で表され、速度vは、角度q と

tanh
c

q =
v (7.2)

で結びついている（【問題１】 coshq と sinhq を tanhq で表せ）。ローレンツ変換は、

cosh sinh
cosh sinh

ct ct x
x x ct

q q
q q

¢ = -
¢ = -

(7.3)

と表記される（【問題２】(7.1)から(7.3)を導け）。

(7.1)を用いると（ブラックホール等のような超強力重力を取り扱う）一般相対性理論に拡張でき

る簡単な関係式を導く事ができる。 ( )1U U I I- = :単位行列 を満たす逆行列 1U - を計算すると、

1 cosh sinh
sinh cosh

U
q q
q q

- æ ö
= ç ÷
è ø

(7.4)

となる。 2 2cosh sinh 1q q- = を用い

1 cosh sinh cosh sinh 1 0
sinh cosh sinh cosh 0 1

U U I
q q q q
q q q q

- -æ öæ ö æ ö
= = =ç ÷ç ÷ ç ÷-è øè ø è ø

(7.5)

を証明できる。この 1U - を用いて、(7.1)の両辺に掛けると

1 1 1ct ct ct ct ct
U U U U

x x x x x
- - -¢ ¢æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö

= = Þ =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷¢ ¢è ø è ø è ø è ø è ø
(7.6)

を得るが、(7.4)を用いると、
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,   
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ct x x tcct x
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¢ ¢+ ¢ ¢+
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v
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(7.7)

が導かれることがわかる（【問題３】(7.6)から(7.7)を導け）。従って、

 行列
cosh sinh
sinh cosh

U
q q
q q

-æ ö
= ç ÷-è ø

は、速さv（ tanh
c

q =
v
）で離れてゆくロケット

 逆行列 1 cosh sinh
sinh cosh

U
q q
q q

- æ ö
= ç ÷
è ø

は、速さv（ tanh
c

q =
v
）で逆方向に離れてゆく観測者
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をそれぞれ記述することがわかる。

次に、内積を考える。内積とは、列ベクトルの
ct
x

æ ö
ç ÷
è ø

と ( ),ct x から作られ、1

内積： ( ) ( )2 2,
ct

ct x ct x
x

æ ö
= +ç ÷

è ø
或いは ( ) ( )2 2ct

ct x ct x
x

æ ö
= +ç ÷

è ø
(7.8)

である（以下同様にして、 ( )ct x の代わりに ( ),ct x を用いる）。これは、 ( )2 2 2ct x r+ = とすると、

三角関数（ sin ,cosq q ）の性質 2 2cos sin 1q q+ = より

cos ,   sinct r x rq q= = (7.9)
を得る。一方、ローレンツ変換は、

 双曲線関数（ sinh ,coshq q ）

を使っているので、その性質

2 2cosh sinh 1q q- = (7.10)

より、

cosh ,   sinhct r x rq q= = (7.11)
を期待する。このとき、

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 22 2 2 2 2cosinh sh sinhcoshc x r r rt r q q qq
=

- = - = - =


(7.12)

を満たすので、これを内積(7.8)に対応した式にすると

内積： ( ) 21 0
,

0 1
ct

ct x r
x

æ öæ ö
=ç ÷ç ÷-è øè ø

(7.13)

である（【問題４】(7.13)から(7.12)を導け）。これを

 ローレンツ変換での内積

という。特に、(7.13)の 2 行 2 列の行列を、数学用語で

計量（metric）：
1 0
0 1
æ ö

= ç ÷-è ø
g (7.14)

という。(7.13)より

内積： ( ) ( )2 2,
ct

ct x ct x
x

æ ö
= -ç ÷

è ø
g (7.15)

となる。計量をもつ（ベクトル）空間を

 計量空間（metric space）
という。

Ⅱ.ローレンツ不変

                                           
1 ( ),ct x は、行ベクトルを表す。 ( )ct x と表記する場合もある。
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さて、ローレンツ変換での内積：(7.15)が、

 どの観測者が計算しても同じ値（ローレンツ不変

量）

になることを示す。まず、計量について、(7.1)を使うと示

す事ができる重要な性質：

TU U =g g (7.16)

がある（【問題５】 (7.1)から TU を求め (7.14)を用いて

TU U =g gを導け）。(7.15)を用いて

ロケット内で静止している（と思っている）観測者の計算： ( ),
ct

ct x
x
¢æ ö¢ ¢ ç ÷¢è ø

g (7.17)

ロケットを眺めている観測者の計算： ( ),
ct

ct x
x

æ ö
ç ÷
è ø
g (7.18)

を調べる事になる。(7.1)を用いると

ct ct
U

x x
¢æ ö æ ö
=ç ÷ ç ÷¢è ø è ø

(7.19)

( ) ( ), , Tct x ct x U¢ ¢ = (7.20)

なので（【問題６】(7.20)を計算し(7.3)を導け）、(7.17)に代入し、(7.16)を用いると

( ) ( ) ( ), , ,
TU U

Tct ct ct
ct x ct x U U ct x

x x x

=¢æ ö æ ö æ ö¢ ¢ = =ç ÷ ç ÷ ç ÷¢è ø è ø è ø

g g

g g g (7.21)

を得る。つまり、

( ) ( ), ,
ct ct

ct x ct x
x x
¢æ ö æ ö¢ ¢ =ç ÷ ç ÷¢è ø è ø

g g
(7.22)

とわかる。従って

( ) ( )2 22 2ct x ct x¢ ¢- = - (7.23)

であることがわかる（【問題７】(7.21)から(7.23)を導け）（【問題８】(7.3)を(7.23)に代入し導け）。

これは、速度vで移動しようが、静止していようが、

 同じ物を測っても、時間（ t）と位置（ x）の値は違うが、 ( )2 2ct x- の値は常に同じ

を示している。これが、ローレンツ変換の物理的な意味である。

さて、三角関数で表される内積(7.8)は、

 原点から ( ),ct x までの長さの 2 乗： ( )22 2r ct x= + ＝内積

ロケット内で
静止している
と思っている

人

ロケットを
眺めている

0t¢ =

tv

x

x¢ x¢

t¢

0t = t

秒目 秒目

秒目 秒目

v

( )dx
dt

= =一定v
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を表す。これを参考にして、双曲線関数で表される内積(7.15)も

 原点から ( ),ct x までの長さの 2 乗： ( )22 2r ct x= - ＝内積

として拡張した「長さの 2 乗」を用いる事にする。

 2 乗だから、通常、正のみだが、拡張した「長さの 2 乗」は、0 や負にもなるので注意

すること。また、この 2 つの場合を、同じ形式：

内積： ( )
( )

( )

2 2

2 2

1 0
0 1

,
1 0
0 1

ct x
ct

ct x
x

ct x

ì æ ö
+ =ï ç ÷

æ ö ï è ø= íç ÷
æ öè ø ï - = ç ÷ï -è øî





g

g

g

(7.24)

で表す事ができる。違いは、gの取り方のみである。実際に、

 gが時間や位置によってgの個々の値が動くときに、一般相対性理論に移行する

ことになる（【問題９】このようなgは、数学の言葉で何であったか？）。つまり

一般相対性理論の内積： ( ),
ct

ct x
x

æ ö
ç ÷
è ø
g (7.25)

で与えられる。特に、

 計量の記号gは、 ravityg （重力）のg

を表し、一般相対性理論が重力の理論であることから、文字gが採用されている。

Ⅲ.微小距離と固有時間

物理で重要になる量は、微小変化量である。例えば、微小時間 dtの間に移動距離が dxの微小距

離変化した場合に、速度vは

単位時間の移動距離： ( )dx
dt

= v (7.26)

として定義される。同様にして、長さの 2 乗 2s からも微小距離の 2 乗 ( )2ds が現れる。この微小距

離の 2 乗が分かると、時間の遅れ方が分かる事を示す。まず、図のような簡単な場合には

( )22 2s ct x= + (7.27)

で与えられるが（【問題１０】（復習）何故、 tではなく ctを用い

ているか？）、これは(7.24)に一致し、内積で与えられる。微小変

化分に対応しては、図から、

( ) ( ) ( )2 2 2ds cdt dx= + (7.28)

が長さの 2 乗の微小変化分になる。更に、(7.24)に従ってローレンツ変換での内積に拡張すると、

( )22 2s ct x= - (7.29)

( ) ( ) ( )2 2 2ds cdt dx= - (7.30)

ct

x

ct cdt+

x dx+

( ) ( )2 2cdt dx+

( )2 2ct x+

cdt

dx
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である。この ( )2ds も統一的に表せ

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2 2

1 0
0 1

,
1 0
0 1

cdt dx
cdt

ds cdt dx
dx

cdt dx

ì æ ö
+ =ï ç ÷

æ ö ï è ø= = íç ÷
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
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g

g

g

(7.31)

を得る（【問題１１】行列の計算をして、(7.31)の結果を示せ）。表記は同じだが、gの違いによっ

て区別される。

更に、(7.30)を用いると、

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
2 2

2 2 2 2 2
2 2

11 1
dx dxds cdt dx cdt cdt

c dtcdt

é ù é ùæ ö= - = - = -ê ú ê úç ÷
è øê úê ú ë ûë û

(7.32)

であるが、
dx
dt

が速度vなので、

( ) ( )
2

2 2
21ds cdt
c

æ ö
= -ç ÷

è ø

v (7.33)

を得る。 0®v の時には、( ) ( )2 2ds cdt= になるので、 0¹v の時の微小時間間隔を dt として、cdtの

代わりに、cdt として

( )
( )
( )

2
2

2

0

0

cdt
ds

cdt

ì Ü =ï= í
Ü ¹ïî

v

v
(7.34)

と表すと、(7.33)より 0¹v のとき

( ) ( )
2

2 2
21d dt
c

t
æ ö

= -ç ÷
è ø

v (7.35)

を得る。 dt は
2

21d dt
c

t = -
v (7.36)

と表せる。一方、【第 3章 光速度不変の原理とローレンツ変換】(3.7)より

2

21t t
c

¢ = -
v (7.37)

を知っている。従って、微小時間間隔の関係式

2

21dt dt
c

¢ = -
v (7.38)

が得られる。この式とt を使った(7.36)は、同じになり、

 t 自身を、速度vで移動中の物体の時間＝固有時間



6/6 平成 29 年 3 月 24 日午後 1 時 38 分 第７章計量空間

という。つまり、微小距離の 2 乗

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
2 2

1 1d dt dx dt dx
c c

t é ù¢ ¢= - = -ê úë û
(7.39)

から固有時間が分かる事になる。強い重力による時間の遅れ方を決めるのに、( )2dt を決める事に

より固有時間が計算でき、この ( )2dt から一般相対性理論が組み立てられる。


