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第３回：ラグランジュの運第３回：ラグランジュの運
動方程式動方程式
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ラグランジュの運動方程式の導出ラグランジュの運動方程式の導出
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最小値を求める方法＝関数微分（復習）最小値を求める方法＝関数微分（復習）
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( ) ( ) ( ) ( )0f t f t t f tδ δ= + − >
最小値より

　 の条件

いつも大 最小値きい

最小値

( ) ( ) ( )f t f t t f tδ δ= + − とする・・・
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汎関数微分と最小値汎関数微分と最小値
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ラグランジュの運動方程式のまとめラグランジュの運動方程式のまとめ
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⎧ =⎛ ⎞∂ ∂ ⎪= ⇒⎜ ⎟ ⎨⎜ ⎟∂ ∂ =⎪⎝ ⎠ ⎩
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( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

, ,t t t td
ddt t t
dt

=⎧⎛ ⎞∂ ∂ ⎪= ⇐⎜ ⎟ ⎨ ⎛ ⎞⎜ ⎟∂ ∂ = =⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

qq q q q
qq q q

L L 一般座標

一般速度

( )
( )
( )

( )

1 2 3

1 2 3
1 2 3

1 2 3

,  ,  , ,
,  ,  , ,

, ,
     ,  ,  , ,

                                   

q x q y q z x y z
q r q q z r z

q q q
q r q q r

θ θ

ϕ θ ϕ θ

⎫= = = ⇒
⎪

= = = ⇒ ⎪⇒ =⎬
= = = ⇒ ⎪

⎪
⎭

直交座標：

円筒座標：

極座標：
q

一般座標の導入一般座標の導入

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

,
,

x t t
x t td

dt t x t

⎛ ⎞
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ⎝ ⎠=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

直交座標系

L
L

v
v
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⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ =
⎜ ⎟ ∂
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟
⎝ ⎠

速度 速度

速度

L L

( ), ,x y z=q

３次元直交座標３次元直交座標
( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

, ,t t t td
dt t t

⎛ ⎞∂ ∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

L Lq q q q
q q
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⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ =
⎜ ⎟ ∂
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟
⎝ ⎠

速度 速度

速度

L L
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⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ =
⎜ ⎟ ∂
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟
⎝ ⎠

速度 速度

速度

L L
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z
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

, , , , , , , , , ,z t z tr t r t r z tt t tt r t z tt
d
dt r t

r t

θ θ θ θ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ∂
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

速度 速度

速度

L L

( ), ,r zθ=q

３次元円筒座標３次元円筒座標
( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

, ,t t t td
dt t t

⎛ ⎞∂ ∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

L Lq q q q
q q

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

, , , , , , , , , ,r t r t r tt t t t

t

r tz t z t z t z t
d
dt

t

θ θ θ θ

θ
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ∂
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

速度 速度

速度

L L

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

, , , , , , , , , ,z t z tr t r t r z tt t tt r t z tt

t
z

d
zdt

t

θ θ θ θ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ∂
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

速度 速度

速度

L L
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d
dt r t

t tt t t tt

r t

tθ θ θφ φ φθφ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ∂
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=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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θ

φ

θ

φ φ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ∂
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

速度 速度

速度

L L

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

, , , , , , , , , ,r t r tt t tt t tr t r t
d
dt

t

t
t

tθ θ θ θφ φ φ φ

φ
φ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ∂
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

速度 速度

速度

L L
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作用の見かけ上の違いと運動方程式作用の見かけ上の違いと運動方程式

( ) ( ) ( )( ) ( ), , , 0
f

i

t

t

S x x t t dt S xδ= ⇒ = ⇒∫ 運動方程式v v vL

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,    , ,
f f

i i

t t

t t

S x x t t dt S x x x t x t t t dtδ δ δ δ⎛ ⎞⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫v v v v v vL L
関数の形が変る 関数の形が変る関数の形が変る 関数の形が変る

( ) ( ) ( )NEW NEW, ,   , ,S x S x S x x S x xδ δ δ δ⎛ ⎞= + + + = + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,v v v v v v
関数の形が変る 関数の形が変る

定数 定数

( ) ( ), ,S x x S xδ δ= + + + ⎤− ⎣ ⎦+⎡v v v定数 定数

( ) ( ), ,S x x S xδ δ= + + −v v v

( ),S xδ= v

( ) ( )new, 0 , 0S x S xδ δ= =の解は の解になるv v自動的に

( ) ( ) ( ) ( )
,  

dx t
x t x t t

dt
= = 本当

本当どちらも になるv

( ) ( ) ( )new, , ,S x S x S x= +と は を与えるv v v 同じ運動方程式定数

( ) ( )new , ,S x S xδ δ=v v

SとSnewは見かけ上定数だけ違う( ) ( ) ( ), , ,S x S x x S xδ δ δ= + + −v v v v

( ) ( ) ( )new new new, , ,S x S x x S xδ δ δ= + + −v v v v
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ラグランジュ関数の見かけ上の違いと運動方程式ラグランジュ関数の見かけ上の違いと運動方程式

( ) ( ) ( )( ), ,
f

i

t

t

S x x t t dt= ∫v vL ( ) ( ) ( )( ) ( )new new, , ,
f

i

t

t

S x x t t dt S x= = +∫v v vL 定数

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )10 0

,
, , ,

f i
f

f

i
i

t t
t

t

t
f f i it

A x t t
A x t t A x t t A x

d
dt t t

dt

⇒
= = = =

⎡ ⎤= = − =⎣ ⎦∫

微分して即、積分 元に戻る
秒目 秒目

【公式】
v

v v v

定数 定数

定数

( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )
,

,
,

f f

i i

S x

t t

t t

dA x t t
x t t dt dt

dt
= +∫ ∫

になる！！！

L

v

v
v

定数自動的に

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
new

,
, ,

dA x t t
x t t x t t

dt
= +L L

v
v v

( ) ( )( ) ( ) ( )( )new, ,x t t x t tと は を与えるv v 同じ運動方程式L L

( ) ( ) ( )( )new new, ,
f

i

t

t

S x x t t dt= ∫ Lv v

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )new , , ,x t t x f tt x tt= + vv vL L

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )   
,

, ,
f

i

t

t

d
dt

d
f x t t f x t t

t
A x t t

= ∫なら はv
v

v 自動的に 定数になる

( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

,

,,
f f

i i

S x

t t

t t

f x tx tt t dt dt= +∫ ∫

になるべし！！！

L

v

vv

定数
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ラグランジュ関数の見かけ上の違いとラグランジュ関数の見かけ上の違いと
新力学？？？新力学？？？

新たなニュートン力学：安江力学発見か？

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )21, cos
2

x t t m t U x t Y t x t⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

ニュートン力学

安江定数

安江L v v v

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

, ,x t td
d

x t t
t t x t

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
∂

∂∂
安江安江 LL v

v

v

( ) ( )( )
( )

,x t t
x t

∂

∂
安江 vL

( ) ( )( )
( )

,x t t
t

∂

∂
安江L v

v

( ) ( )( )
( )

,x t td
dt x t

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝

⇒
⎠

安江L v

安江効果

( )cosd x t
dt

【公式】

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )21 cos
2

m U x t Yt t x t
t
⎛ ⎞⎡ ⎤= − +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎠

∂
⎝∂

v v
v

( ) ( )cosm Y x tt= +v

( ) ( )cosd t d x t
m Y

dt dt
= −

v
( ) ( ) ( )sinma t Y t x t= − v

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )sin sin

U x t
ma t Y t x t Y t x t

x t
∂

− = − −
∂

v v

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2

2
cos1 xm t U Y tt x t

x t
∂ ⎛ ⎞⎡ ⎤= − +⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠∂

v v
( )( )
( ) ( ) ( )( )sin
x t

x t
x t

U
Y t

∂
= − + −

∂
v

( ) ( )
( )

cosdx t d x
dt

t
dx t

= ( ) ( )( )sin tt x−= v ( ) ( )sint x t= −v
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ラグランジュ関数の見かけ上の違い（続き）ラグランジュ関数の見かけ上の違い（続き）

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )sin sin

U x t
ma t Y t x t Y t x t

x t
∂

− = − −
∂

v v

( ) ( )( )
( )

U x t
ma t

x t
∂

⇒ = −
∂

ニュートン力学じゃん！！！

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , cosx t t x t t Y t x t= +
安江定数

ニュートン安江L Lv v v

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
,

,
,

d
x t t x t t

A
dt

x t t
= +ニュートン安江L L v

v
v

( ) ( )( ) ( ), sinA x t t Y x t=v

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )cos cos sin

dx t
t

dt dx t dt x t x t x t
dt dt

=

⇐ = =
v

v

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
, ,

sind
x t t x t t

dt
Y x t⎡ ⎤⎣ ⎦= +ニュートン安江 v vL L

新しい力学は出ない！！！

何で？？？
同じ力学になる場合

ニュートンの運動方程式⇒
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NN粒子のラグランジュ関数粒子のラグランジュ関数

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , , , ,
f

i

N Nt

N N N N
t

S x x x x t x t x t t t t dt
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
粒子の位置 粒子の速度

Lv v v v v v

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

1 1 1 1

1 1

, ,x t t
x t

x t td
dt t

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝

∂

⎠
=

∂

L Lv

v

v

N粒子の運動方程式

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

2 2

2

2 2

2

,, x t t
x t

x t td
dt t

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝

∂

⎠
=

∂

L Lv

v

v

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

, ,N N

N

N N

N

x t t
x t

x t td
dt t

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝

∂

⎠
=

∂

L Lv

v

v

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,  

f

i

N Nt

t

d t
S t t dt t

dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫
粒子の位置 粒子の速度

L
x

x xv v v

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

,,t td t t
tdt t

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟⎜

=
⎟

⎝ ⎠

∂

∂∂

L L x
x

x vv

v

計算するとき 簡潔に表記するとき

簡潔に表記するとき
＝ベクトル表記


