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第３回（続き）：ラグラン第３回（続き）：ラグラン
ジュの運動方程式ジュの運動方程式ｰー例例
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最小曲線の原理：最小曲線の原理：ｘｘ積分積分

２点間の最小距離は直線である
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曲線の長さ曲線の長さ

( ) ( ) ( )2 2  dx dy= +微小２点間の曲線長さ ３平方の定理
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微小２点間の曲線の距離は直線である

身近な例：地球表面上の微小２点間は直線である
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曲線の長さとラグランジュ方程式曲線の長さとラグランジュ方程式
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直線の方程式

２点間の最小距離を与える曲線は直線になる

ラグランジュ方程式
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最小曲線の原理：最小曲線の原理：tt積分積分

標準形（ｔ積分）での考察
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最小曲線は直線：最小曲線は直線：tt積分積分
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２点間の最小距離を与える曲線は直線になる
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最小曲線と相対性理論最小曲線と相対性理論

( ) ( )2 2dx dy+= ∫曲線の全長

( ) ( ) ( ) ( )2 22  dx dycdt c⎡ ⎤= − + =⎣ ⎦∫"曲線"の全長 ≒秒速30万キロ光速度

25m

２点間の光の軌跡＝直線（無重力） ２点間の光の軌跡＝曲線 （超強力重力

＝ブラックホール）

光の軌跡
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超強力重力（ブラックホール）
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β γ β α β

α
α α γ

α

τ τ τ τ τ
′ ′ ′−

= = = =

− −

= = =

∂ ∂⎛ ⎞
⇒ + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑∑
gg

g g gg
X X X X X

X X

( ) ( ) ( )1
22 2 2 2 2

1 1
2

~1 1 1 1 1 , 1

1
2

d d d d d
d d d d d

γ β β β γβ α β β ααβ βγ
γ αβ

α β γ β α β γτ τ τ τ τ
′ ′ ′− −

= = = = =

−∂ ∂⎛ ⎞
⇒ + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑g g

g g
g g

X X X X X
X X

( ) ( )1
2

1

1 β

β

α β

αβ
α=

− −′ ′
⇐ =∑ g g g g

( ) ( ) ( )
22 2 2 2 2

1 1
2

~1 1 1 1 1 , 1

1
2

d d d d d
d d d d

I
d

γ β β β γβ α β αβαβ βγ
γ αβ

α β γ β α β γτ τ τ τ τ
′ ′′− −

= = = = =

∂ ∂⎛ ⎞
⇒ + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

g g
g g

X X X X X
X X

( )I β β
ββ

δ′ ′⇐ =

( ) ( )
22 2 2 2 2

1 1
2

~1 1 1 1 1 , 1

1
2

d d d d d
d d d d d

β
γ β β β γβ α β ααβ βγ

γ α
α β γ β α γ

β
βτ τ τ τ τ

δ
′ ′− −

= = = = =

′∂ ∂⎛ ⎞
⇒ + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

g g
g g

X X X X X
X X
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( ) ( ) ( )
2 2

1 1

, , 1 ,, , 1

2
1

, 1

1
2

d d d d
d d d d

d d
d d

β γβ α αγ
γ β γ ββ α β ααβ αβ

γ γ
α β γ α β γ

β
α β γτ τ τ ττ τ

′−

= =

′ −− ′

=

⎛ ⎞
⇐ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

∂ ∂∂

∂ ∂ ∂∑∑ ∑
g g

g g
g

g
X X X X

X X
X X

X

( ) ( )
22 2 2 2 2

1 1
2

~1 1 1 1 1 , 1

1
2

d d d d d
d d d d d

γ β β β γβ α β ααβ βγ
γ α

α β γ β α β γ

β
βτ τ τ

δ
τ τ

′ ′− −

= = = = =

′∂ ∂⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
g g

g g
X X X X X

X X

( ) ( )
22

2
1

2 2 2 2
1 1

~1 1 1 1 , 1

1
2

dd d d d
d dd d d

γ β β γβ α β ααβ βγ
γ α

α β γ α β
β

γ

β
β

β

δ
τττ τ τ

′ ′− −

= = = =

′

=

∂ ∂⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑∑ ∑
g g

g g
X X X

X X
X X

22

2
1

  dA A A
d

β
β β β β
β

β

δ
τ

′ ′

=

⎛ ⎞
= = ⎟⇐ ⎜

⎝ ⎠
∑ X

( ) ( )
22 2 2

1 1
2

~1 1 1 1 , 1
2

1
2

d d d d
d d

d
d d d

γ β β γβ α β αα

α β γ α β γ

γ
β

β β
γ ατ τ τ ττ

′

=

−

= =

′ ′−

=

∂ ∂⎛ ⎞
⇒ + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑

g g
g g

X X X XX
X X

( ) ( )
2

1 1
2

2

, , 1 , , 1

1
2

d d d d d
d d d d d

γ β β

α β

β γβ α β ααβ βγ
γ α

γ α β γτ τ τ τ τ

′′ ′− −

= =

∂ ∂
⇒ + =

∂ ∂∑ ∑
g g

g g
X X X X X

X X

( )
2

1

, , 1

d d
d d

γ ββ α βα

α β γ
γ τ τ

′−

=

∂
⇐

∂∑
g

g
X X

X

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1
2

, , 1

1

, , 1 , , 1

1 1
2 2

d d d dd d d
d d dd dd d

β β γβ α βγ
α

γ ββ α αβ
γ

α β γ

β γβ α αγ
β

α ββ αγ γτ ττ τ τ τ τ
′−

=

−

=

′

=

′ ′− ∂⎛ ⎞
⇒ + + =⎜ ⎟ ∂⎝

∂∂

⎠∂ ∂∑ ∑∑
g

g g
g

g
g X XX
X

XX
X

X X
X

( ) ( ) ( )
2 2 2

2
, , 1 , , 1 , , 1

1 1 11 0
2

d d d d d d
d d d d d d

d
d

β
α α βγ

α
α β γ α β

β α

γ α β

γ β γ β γ β

γ β

β α β αβ γ

γτ τ τ ττ τ τ
′ ′ ′− − −

′

= = =

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
⇒ + + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ∑g g g
g g gX X X X

X
XX

X
X

X

βγ ↔

= ( )
2

1

, , 1

d d
d d

γ
γ

γ
β

β

α

βα α

β τ τ
′−

=

∂

∂∑
g

g
X X
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( ) ( ) ( )
2 2 2

2
, , 1 , , 1 , , 1

1 1 11 0
2

d d d d d d d
d d d dd d d

ββ
α α βγ

α
α

γα

β γ α β γ α β γ

ββ γ β γ β

γ

αβ
β

β αγ

τ τ τ τ ττ τ
′ ′ ′− −

=

−
′

= =

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
+ + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ∑X X XX
X X X

X X X
g g

g g g
g

( ) ( ) ( )
2 2 2

2
, , 1 , , 1 , , 1

1 1 11 0
2

d d d d d d d
d d d dd d d

ββ
α α βγ

α
α

γα

β γ α β γ α β γ

ββ γ β γ β

γ

αβ
β

β αγ

τ τ τ τ ττ τ
′ ′ ′− −

=

−
′

= =

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
+ + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ∑X X XX
X X X

X X X
g g

g g g
g

( )
2 2

2
,

1

, 1

1 0
2

d d d d d d
d d d d

d
d d d

γ β γ β γβ
α αβ α β γ

β

γ β
βγ
α

α β γ τ τ τ τ ττ τ

′

=

′−⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞
⇒ + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ X X X X X XX
X X X
g g g

g

( )
2 2

2
,

1

, 1
01

2
d d
d d

d
d

αβ
β

α

αγ βγ
γ β α

β

β

γ

γ

β α

τ ττ =

′−
′ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞

+ −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⇒ + =∑

g g g
g

X
X

X
X X

X

,
1
2

αβ αγ βγ
α βγ γ β α

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
Γ = + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⇐
g g g

X X X

( )
2 2

2
, , 1

1
, 0d d d

d d dα βγ

β γ βα

β γ

β

ατ τ τ
′−

′

=

⇒ + =Γ∑ g
X X X

( )1
2

1
,

β αβ
βγ α βγ

α

−′

=

′
⇐ =Γ Γ∑ g

2 2

2
, 1

0d d d
d d d

β γ β

β
β γ

β
γτ τ τ

′

=

′⇒ + =Γ∑X X X

2 2

2
, 1

0d d d
d d d

β γ β
β
βγ

β γτ τ τ

′
′

=

+ Γ =∑X X X

測地線方程式
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2 2

2
, 1

0d d d
d d d

β γ β
β
βγ

β γτ τ τ

′
′

=

+ Γ =∑X X X

( ) ( )
2

1
, ,

1

1 ,  ,  
2

x x y y x x y y
X X X X X Y X Y
x x y y x x y y
X Y X Y Y Y Y Y

β ααβ αγ βγ β
α βγ βγ α βγγ β α

α

′′ −

=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Γ = + − Γ = Γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟⎝ ⎠ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑
g g g

g g X
X X X

測地線方程式（相対性理論）測地線方程式（相対性理論）

【例】無重力＝直交座標系

,   x X y Y= = ( )
1

1 0
0

y y x x y y
X X X Y X Y

x x y y y y
X Y

x x
Y YX Y

X X

Y

x

Y

x ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⇒ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎝ ⎠+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂

∂
∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

g X

( )
2

1

1
,α βγ

β αβ
βγ

α

′′ −

=

⇒ Γ = =Γ∑ すべて零g,
1
2

αβ αγ
γα

β
αβγ
γ

β

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
⇒ = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

Γ すべて零
g g g

X X X
2 2

2
, 1

0d d d
d d d

β γ β
β
βγ

β γτ τ τ

′
′

=

⇒ + Γ =∑
すべて零X X X 2

2 0d
d

β

τ

′

⇒ =
X 2 2

2 2 0d X d Y
d dτ τ

⇒ = =

Y D C
X B A
−

⇒ =
−

,  X A B Y C Dτ τ⇒ = + = +
定数 定数 定数 定数

C CD B
A A

Y a X b

= = −

⇒ = +

直線の方程式
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,
1
2

αβ αγ βγ
α βγ γ β α

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
Γ = + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

g g g

X X X

測地線方程式（測地線方程式（44次元相対性理論）次元相対性理論）

( )
x x y y x x y y
X X X X X Y X Y
x x y y x x y y
X Y X Y Y Y Y Y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

g X

2 2
2

f

i

t

t

dx dyS c dt
dt dt

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
2 2 2

2
f

i

t

t

dx dyS c dt
dt ddt

dz
t

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎣ ⎝ ⎦⎠⎢ ⎥
∫

( )1
2

,
1

β αβ
βγ α βγ

α

′′ −

=

Γ = Γ∑ g ( )1
3

,
1

β αβ
βγ α βγ

α

′′ −

=

Γ = Γ∑ g

( )

z z z z x x y y z z
X X X Y X Z X Z X Z
z

x x y y x x y y
X X X X X Y X Y
x x y y x x y y
X Y X Y Y

z z z x x y y z z
X Y Y Y Y Z Y Z Y Z

x x y
Y Y Y

y z z x x y y
X Z X Z X Z Y Z Y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + +
∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂

∂

∂
g X

z z x x y y z z
Z Y Z Z Z Z Z Z Z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3次元相対性理論（空間2次元） ４次元相対性理論（空間３次元）

1

2

X
Y

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

X
X = =

X

1

2

3

X
Y
Z

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

X

X
X = = X

2 2

2
, 1

0d d d
d d d

β γ β
β
βγ

β γτ τ τ

′
′

=

+ Γ =∑X X X
次元数によらない表記

, , 1, 2α β γ = ⇒ , , 1, 2 3,α β γ⇐ =


