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第１１回：剛体の角運動量と第１１回：剛体の角運動量と
回転回転ｰー静止座標系と回転座静止座標系と回転座

標系標系
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回転体の運動回転体の運動

物理学＝位置の予言する
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回転部分がよくわからない

位置ベクトルの変化と静止座標系位置ベクトルの変化と静止座標系

つまり・・・

静止座標系
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実際に見えるのは・・・実際に見えるのは・・・

回転しながら移動しているか分からない
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回転の変化に注目回転の変化に注目

赤ベクトルが回転のみを示す

赤ベクトル
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回転の変化に注目回転の変化に注目（連続再生）（連続再生）

赤ベクトルが回転のみを示す

赤ベクトル
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赤ベクトルが回転のみを示す

回転座標系

赤ベクトル
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実際に見えるのは・・・実際に見えるのは・・・

回転しながら移動しているのが分かる

回転座標系
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静止座標系から回転座標系へ静止座標系から回転座標系へ

R 観測r

回転角度=回転軸の長さ δ= ϕ

0秒目

′R ′
観測r

′rr

δt秒目(微小な経過時間)

r
′r

δϕδϕ

δ r
回転座標系

= +観測r R r ′ ′ + ′=観測r R r δ′ = +r r r

⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

観測v
移動

経過時間

距離 ( )
tδ

′ + − +
=

′r R rR
tδ
−

=
′
観測 観測r r

           

t tδ δ
′ − −

= +
′

中心の移動速度 の回転速度

R R r r

= +V v= +
中心の速度 回転の速度

観測 Vv v

0秒目

δt秒目

静止座標系
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t tδ
δ
δ

−
= =

′r r r
v

d
d

d
dt t

= = ×v
ϕr r

= +
中心の速度

観測v vV
回転速度

δ′ = +r r r

r
′r

δϕδϕ

δ r

t t
δ

δ δ
−⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝

′

⎠

r r r
v

δ δ= ×r rϕ

         ⇓
数学用に変更

t t
δ

δ δ
δ

= ×
r rϕ 

tδ
両辺を

で割る =v

( )d d
dt dt

d d
dt dt

= × ⇒ = = ×v
ϕ ϕA rA r

回転座標系での回転速度回転座標系での回転速度

    t による

微分になる

    t による

微分になるdd
dt dt

= ×
A Aϕ

 
一般のベクトル

に拡張A
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dt
d

= × rϕ
v

= + ⇐ = ×観測 v vv V rω

d
dt
ϕ

とは？

dt
d

=

ベクトル
ベクトル

ωϕ

[s]
回転角

経過時間

＝1秒間に回る角度 ＝角速度（ωと書く）

⇒ = ×v ω r

= +観測v vV = + ×V rω
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Lはどこ？

角運動量と角速度角運動量と角速度

( )= × ⇔ = ×

角運動量 角速度

L r p r
ベクトル ベクトル

ω ωv

= ×L r p m= ×r v

( )m= ××r rω

( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅
外積 内積 内積

ベクトル ベクトル
ベクトル ある数値 ある数値

【公式】 C C CA AB B BA

( )m= ⋅ ωr r
( )⇐ ⊥ ⋅なので の項がないr rrω ω

( ) ( )m ⎡ ⎤= ⋅ − ⋅⎣ ⎦L r r r rω ω

( ) ( )m ⎡ ⎤= ⋅ − ⋅⎣ ⎦r rr rω ω

⊥⇐0 r ω 円軌道

= ×L r p ( ) ( )m ⎡ ⎤= ⋅ − ⋅⎣ ⎦r rr rω ω
v [m/s]

r [m]
m [kg]

L＝r×pL＝r×p p＝mvp＝mv
ωω

⊥L rポイント ( ) 0 ⇐ ⋅ = ⋅ × =
内積

r L r r p に気が付けばよい

   と 垂直r p

r [m] v [m/s]
m [kg]

L＝r×pL＝r×p

p＝mvp＝mv

ωω

2mr= ω

( )⇐ ⊥ ⋅じゃないで の項があるr r rω ω
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角運動量と行列：慣性モーメント角運動量と行列：慣性モーメント

( ) ( )    m I⎡ ⎤= ⋅ − ⋅⎣ ⎦L r r r rω ω 慣性モーメントを で表す

( ) ( )m ⎡ ⎤= ⋅ − ⋅⎣ ⎦L r r r rω ω ( )
z

i i
i x

m
=

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⋅ −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑r r r rω ω

( ) ( )x y zm x y z⎡ ⎤= ⋅ − + +⎣ ⎦r r rω ω ω ω

( ), , ,   , ,
yx z

x y zx y z
⎛ ⎞
⎜ ⎟⇐ = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

rr r

r ω ω ω ω

( ) ( )yx x zx xm x y z⎡ ⎤= ⋅ − + +⎣ ⎦rL r ω ω ω ω

( )
( )

( )

2

2

2
z

y y

z

x xx xy xz
m xy y yz

xz yz z

⎛ ⎞⋅ − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − ⋅ − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⋅ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r r
r r

r r

L
L
L ω

ω
ω

( ) ( )yy x zy ym x y z⎡ ⎤= ⋅ − + +⎣ ⎦rL r ω ω ω ω

( ) ( )yz x zz zm x y z⎡ ⎤= ⋅ − + +⎣ ⎦rL r ω ω ω ω

( )
( )
( )

1 

    0 

z
ij

i ij ij ij i j
j x

j

i j
I I m

i j

δ
δ

=

⎧ = =⎪⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ − ⎨⎣ ⎦ = ≠⎪⎩
∑L r r r rω

3 3

z

x

yI
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

行 列

ω
ω

ω

( )  
z

i ij ij ij i jj
j x

I I m δ
=

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑L r r r rω 慣性モーメント・テンソル

行列のかけ算

( )( )2
zx ym x xy xz⎡ ⎤= ⋅ − − −⎣ ⎦r r ω ωω

( )( )2
x zym xy y yz⎡ ⎤= − + ⋅ − −⎣ ⎦r r ω ωω

( )( )2
x y zm xz yz z⎡ ⎤= − − + ⋅ −⎣ ⎦r rω ωω
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角運動量と慣性モーメント・テンソル角運動量と慣性モーメント・テンソル
( ) j

z

i ij ij ij i j
j x

I I m δ
=

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑ ω質点の角運動量 L r r r r

体積Vの回転する剛体 V dV= ∫

( ) 
z

j j j j ji i
j x

i i iI I dVρ δ
=

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑ ∫
回転する剛体の

角運動量
L r r r rω

( ) 
z

i ij ij ij i j
j

j
x
dI dI dd m δ

=

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑L r r r rω微小パーツの角運動量 dm dVρ⇐ =

( ) i i

z

j j j
j x

dVρ δ
=

⎡ ⎤= ⋅ −⎣ ⎦∑ r r r r ω

( ) i i

z

j j j
j x

dVρ δ
=

⎡ ⎤= ⋅ −⎣ ⎦∑∫ r r r r ωi id= ∫L L ( )( )i

z

j j j
j x

i dVρ δ
=

⎡ ⎤= ⋅ −⎣ ⎦∑ ∫ r r r r ω

( )
z

j j j j j
j

i
x

i i i dI VI ρ δ
=

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑ ∫ r r r rω

( )
( )

( )

2

2

2

m x mxy mxz

I mxy m y yz

mxz myz m z

⎛ ⎞⎡ ⎤⋅ − − −⎣ ⎦⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤= − ⋅ − −⎣ ⎦⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤− − ⋅ −⎣ ⎦⎝ ⎠

r r

r r

r r

( )
( )

( )

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

x y z
m y z mxy mxz

mxy m x z yz

mxz myz m x y

= + +
⎛ ⎞+ − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − + −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − +⎝ ⎠

r

【公式】
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運動エネルギーと慣性モーメント・テンソル運動エネルギーと慣性モーメント・テンソル

( )1
2

z

i ij ij i j
i

j
x

z

j
j x

iI I m δ
= =

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑∑質点の運動エネルギー r r r rω ω

体積Vの回転する剛体 V dV= ∫

( )1
2

 i i

z

j j j j j
j x

z

i
ii i

x
K I I dVρ δ

= =

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑ ∫∑
回転する剛体の

運動エネルギー
ωω r r r r

( )1 
2

z z

ij ij ij i j
i x j

j
x

idI dI dd mK δ
= =

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑∑微小パーツの運動エネルギー r r r rω ω dm dVρ⇐ =

( )1
2

z

i i
i

z

j j
j

ij
xx

dVρ δ
==

⎡ ⎤= ⋅ −⎣ ⎦∑∑ r r r r ω ω

( )1
2

z

j j j
j

z

i i
i

i
x x

dVρ δ
==

⎡ ⎤= ⋅ −⎣ ⎦∑∑∫ r r r r ω ωK dK= ∫ ( )( )1
2

z

i i
i

z

j j j
j xx

idVρ δ
==

⎡ ⎤= ⋅ −⎣ ⎦∑∑ ∫ r r r r ω ω

( )1
2

z

i i i

z

j j j j ji i
i x j x

I dVI ρ δ
==

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑∑ ∫ r r r rω ω
【公式】
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                                      1
2

 
z

j j
j x

x xI
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ωω

補足：和の記号補足：和の記号

( )1
2

z

j

z

i i i i i
i x

j j j j
j x

K I I m δ
= =

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑∑質点の運動エネルギー ωω r r r r

( ) 
z

j ji i i i ij j j
j x

I I m δ
=

⎡ ⎤= ⇐ = ⋅ −⎣ ⎦∑ ωL r r r r質点の角運動量

z

j j
x

i i
j

I
=

= ∑L ω xixI ω

xL x yx zzx xyxI I I= + +ω ω ω

yL x yy zzx yyyI I I= + +ω ω ω

zL x yz zzx zyzI I I= + +ω ω ω

1
2

z

j j
j x

z

i i
i x

K I
==

= ∑∑ ωω

( )1
2 x xx y zxx zxyI I I+= +ω ω ωω

( )1 , ,
2

x x x x

y

x y z

x y z y y y

z z

x y

z

z

x y zz

I I I
I I I
I I I

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

ω
ωω
ω

ω ω

( )1
2 z zx y zzx zzyI I I++ +ω ω ωω( )1

2 y yx y zyx zyyI I I++ +ω ω ωω

x y z

x y z

x

x x x x

y y y y

z z z zy z

x

y

z

I I I
I I I
I I I

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇒ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

ω
ω
ω

L
L
L

j x= j y= j z=

yyiI+ ω zziI+ ω

i x=

i y=

i z=

行列のかけ算

i x= i y= i z=
z

j j
j

y
x

y I
=

+ ∑ ωω
z

j j
j

z
x

z I
=

+ ∑ ωω

行列のかけ算

=

=


