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第５章 シュバルツシルド時空
Ⅰ.シュバルツシルドの解（静的中心対称解）

0L = のときに、

 中心 0x = に質量M の質点がある場合

で、原点以外には物質場のない空間を記述する重力場であり、時間に依らないアインシュタイン方程式の解で

ある。これがシュバルツシルドの解として知られている。そこで、

 原点を除く空間

を考える。【第 4章重力方程式】(4.51)： 4
8 4GR T
c

mn
mn

p
= - - Lg で 0TmnL = = より 0R = なので

( ) 0 at 0R x xmn = ¹

になる。ここで、座標として極座標を用い、

 時間に依らない球対称な解

を求める。右の図より、球面上の微小距離の 2 乗は、対角線の長さになり、

( ) ( )2 2sinrd r dq q f+ になる事が分かる。計量は、この部分を含み

( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2sinr rds e c dt e dr r d r dn l q q f= - + + (5.1)

とする。後で便利なので、係数は exp の形で導入してある。ここで、

( )2 0 1 2 3 ,  ,  ds dx dx x ct x r x xm n
mn q f= = = = =g (5.2)

であるので
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これより、
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以上から、ゼロでない成分は
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である。これを用いて、
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mn nm n ma a mn ma ln mn al= = ¶ G -¶ G +G G -G G (5.6)

を計算し、 0Rmn = の条件を探す。
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また、(5.20)より
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è ø

(5.28)

になるが、新たな時間 t¢として

2
b

t e t¢ = (5.29)

を用いれば、

2 2 2 2 2 2 2 2 211 sin
1

ads c dt dr r d r dar
r

q q f

æ ö
ç ÷æ ö ¢= - - + +ç ÷ç ÷

è ø ç ÷-
è ø

(5.30)

になる。従って、(5.28)の代わりに(5.30)を用いれば、 t¢を改めて tと見なして

2 2 2 2 2 2 2 2 211 sin
1

ads c dt dr r d r dar
r

q q f

æ ö
ç ÷æ ö= - - + +ç ÷ç ÷

è ø ç ÷-
è ø

(5.31)

を得る。これがシュバルツシルドの解である。

シュバルツシルド解の特徴として、 r®¥でミンコフスキー時空に一致する。つまり

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2sin
r

ds c dt dr r d r dq q f
®¥

= - + + (5.32)

従って、「中心 0x = に質量M の質点がある場合」のシュバルツシルド解は、重力が弱いときには、

( ) ( )
2

2 2
GM d r GMmr m m r
r dt r

f f= - Þ = - Ñ = - (5.33)

のように、万有引力を与えるはずである。【第 4章重力方程式】(4.41)： 00 2
21
c
f

» +g より、
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00 2 2
2 21 1 GM
c c r
f

» + = -g (5.34)

一方、(5.31)より、

00 1 a
r

= -g (5.35)

なので、

2
2GMa
c

= (5.36)

の関係が導かれるので

( )
2

2
acr
r

f = - (5.37)

すなわち、

 2
2GMa
c

= であれば、シュバルツシルド解は 0x = ある質点による万有引力を自動的に導く

ことがわかる。ここで、

 aは長さの次元を持ちシュバルツシルド半径

と呼ばれる。

Ⅱ.シュバルツシルド時空における運動方程式

このような、シュバルツシルド半径は、ニュートン力学に於いても現われる。質量M 、半径Rの星の表面から、

ロケットを打ち上げ星の重力圏から脱出させるには、ロケットを充分速い速度で打ち上げる。質量mのロケッ

トの速度をvとするとき、星の中心から ( )r R> の場所での、ロケットの全エネルギーEは、

21
2

GMmE m
r

= -v (5.38)

である。従って、ロケットの打ち上げ速度を 0v のとき、最大 maxr を超えて到達できればよいので、その時の速

度を maxv とすると

2 2
0 max

max max

1 1
2 2

GMm GMm GMmm m
R r r

- > - > -v v (5.39)

である。重力圏の脱出のためには、 maxr ®¥を考えると

2 2
0 0

max

1 10
2 2

GMm GMm GMmm m
R r R

- > - ® Þ >v v (5.40)

が条件になる。これより、

2

2
0

2c GMR a a
c

æ ö æ ö> =ç ÷ ç ÷
è øè øv

(5.41)

を得る。ニュートン力学には、 0 c<v の制限は現れないが、この条件を課してみると

( )2
2GMR a
c

> = (5.42)
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がわかる。確かに、シュバルツシルド半径aが現れる事が分かる。これから分かる事は

 ニュートン力学で 0 c<v のもとでR a< のときに星から脱出不可能

になる。

では、このシュバルツシルド半径近傍ではどのような現象が起こっているのであろうか？これを調べるには、

シュバルツシルド時空(5.31)での質点（ロケット）の運動方程式を調べればよい。【第 3章測地線】(3.44)より、

( )
2 2

,  dx ds ds dx dxx x
d d d d d

m n

mnt t t t t
æ öæ ö æ ö æ ö= =ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è ø è øè ø

gL (5.43)

( ) ( )
1 22, , 1

2
xx x dsF x x

x d x
ab a b

m m m

t
t

-
é ù ¶¶ æ ö= = ê úç ÷¶ ¶è øê úë û


 

L g
(5.44)

( ) ( )
1 22, ,x x dsp x x

x d
a

m mam

t
t

-
é ù¶ æ ö= = ê úç ÷¶ è øê úë û





g

L
(5.45)

( )
0 0

, ,x xEp
c x

t¶æ ö= =ç ÷ ¶è ø




L
(5.46)

( ) ( ) ( )( ) ( )
3 2 1 22 2 21 1

2 2
dp ds d ds dsx x x x x x x x
d d d d d

m n n r n
mn n mr r mn mnt t t t t

- -
é ù é ùæ ö æ ö æ ö é ù= - × + ¶ + ¶ +ê ú ê úç ÷ ç ÷ ç ÷ ê úè ø è ø è ø ë ûê ú ê úë û ë û

   g g g g

(5.47)

である。ここで、(5.31)より

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 2
00 1 ,  1 ,  ,  sinrr

a ax x x r x r
r r qq ff q

-
æ ö= - = - - = - = -ç ÷
è ø

g g g g (5.48)

である。また、測地線方程式が成り立つと、【第 3章測地線】(3.61)より ( )2 2ds d ct = と置けるので、

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

, , 1
2

, , 1

, , 1 1
2

xx x
F x x

x c x
x x

p x x
x c

dp x xd x x x x x x
d d x c

ab a b
m m m

a
m mam

m n r n
n mr r mn mnm

t

t

t
t t

¶¶
= =

¶ ¶
¶

= =
¶
¶ é ù= = ¶ + ¶ +ê ú¶ ë û


 







  


g

g

g g g

L

L

L

(5.49)

である。これより、

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

00 2 2 2 2 2

2 2 21
2 2 2 2 2

2 0

2

sin
   1 1

rr
r

x
cF x x

x
xx x x

cF c t r
r r r r

r ra ac t r
r r r r r r

ab a b

ffqq q f

q
q f

-

¶
= =

¶
¶¶ ¶ ¶

= + + +
¶ ¶ ¶ ¶

¶ - ¶ -¶ ¶æ ö æ ö= - + - + +ç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø

 

  

  

g

gg g g
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
00 2 2 2 2 2 2 2 2

   1 2 2 sin

sin
2 2 cos sinrr

a a ac t r r r
r r r

rxx x x
cF c t r rffqq

q

q qf

q
q f f q qf

q q q q q

-
æ ö= + - - -ç ÷
è ø

¶ -¶¶ ¶ ¶
= + + + = = -

¶ ¶ ¶ ¶ ¶

  

    
gg g g

( )
2 0

x
cF x xab a b

f f
¶

= =
¶

 
g

(5.50)

を得る。ここで、 02 0cF = と2 0cFf = より保存量が 2 つあることがわかる。つまり、

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 00 0 0

, , , , , ,
0

, , , , , ,
0  

x x x x x xdF p
x d x x
x x x x x xdF

df

t t t
t

t t t
f t f f

¶ ¶ ¶
= = = Þ = =

¶ ¶ ¶
¶ ¶ ¶

= = = Þ - = -
¶ ¶ ¶

  
 

  
 

保存量

保存量 符号は正の量にするため

L L L

L L L
(5.51)

である。具体的には、Eと Lで表わすとき、(5.49)より

( )0 0
1Ep x x

c c
a

a
æ ö= =ç ÷
è ø

g

を用いて

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0
000

2 2

, , 1 1 1 1

, , 1 1 sin

x x d ctE a a dtx x
c x c c r d r d

x x dL x r
c c dff

t
t t

t ff q
f t

¶ æ ö æ ö= = = - = -ç ÷ ç ÷¶ è ø è ø
¶

= - = - =
¶





 


L

L

g

g

(5.52)

を得る。 Lは赤道面の回転（ d df t=回転角 ）に付随する保存量なので、角運動量に対応する事がわかる。

ニュートン力学（ ,  0r a®¥ ® ）での定義に合わせると

( )

2

2 2

2

2

1 1

sin

a dt a dEE mc E
c

d dL rp rm mr mr L mc
d

tmc mc
r d r d

r
ct d

t t

w
qf f

t

= Þ = Þ =

=

æ ö æ ö- -ç ÷ ç ÷

= = = Þ

è ø è ø

=v

(5.53)

とすればよく、(5.52)と比較して質点の質量をmとして、(5.43)より

2

, dx dsx mc
d dt t

æ ö æ ö=ç ÷ ç ÷
è ø è ø

L (5.54)

を用いればよい事が分かる。そのとき、期待するように

2 2 21 ,   sina dt dE mc L mr
r d d

fq
t t

æ ö= - =ç ÷
è ø

(5.55)

を得る。この保存量は、

2 1 a dtE mc
r dt

æ ö= -ç ÷
è ø

･･･エネルギー保存則 (5.56)

2 2sin dL mr
d
fq
t

= ･･･角運動量保存則 (5.57)
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に対応する。1 また、運動量は、(5.54)のmcを考慮して

( ) ( ) ( )0
0 0 00

1 1 1
d ctE a a dtp mc x x m x x m mc

c c r d r d
a

a t t
æ ö æ ö æ ö= = = = - = -ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

 g g

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

1

1

1

1 sin

r r rr
mrp mc x x m x r ac
r

p mc x x m x mr
c

p mc x x m x mr
c

a
a

a
q qa qq

a
f fa ff

q q

f qf

= = = -
-

= = = -

= = = -

 

 

 

g g

g g

g g

(5.58)

一方、質点に働く力は、やはり、係数mcを考慮して、(5.50)より

2
2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

1 sin
2 2

cos sin

r
ma a maF c t r mr mr
r r r

F mrq

q qf

q qf

-
æ ö= + - - -ç ÷
è ø

= -

  


(5.59)

ここで、(5.56)と(5.57)より、

 sin 0  od0 mq q p¹ Û ¹
のとき

2
2 2 2 2 2 2

2 2

2

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2
2

2 2 2
2 2

2 3 2

1 sin
2 2

   1 sin
2 2 sin1

   1
2 sin

r
ma a maF c t r mr mr
r r r

ma E a ma Lc r mr mr
ar r r mrmc
r

ma a E Lr mr
r r mc mr

q qf

q q
q

q
q

-

-

-

æ ö= + - - -ç ÷
è ø

æ ö
ç ÷ æ ö æ öç ÷= + - - -ç ÷ ç ÷æ öç ÷ è ø è ø-ç ÷ç ÷è øè ø

é ùæ ö æ ö= - + - -ê úç ÷ ç ÷
è ø è øê úë û

  





2 2
2 2 2

2 2 3 2
coscos sin cos sin

sin sin
L LF mr mr

mr mrq
qq qf q q

q q
æ ö= - = - = -ç ÷
è ø



(5.60)

つまり、

2 2 2
2 2

2 3 2

2

3 2

1
2 sin

cos
sin

r
ma a E LF r mr
r r mc mr

LF
mrq

q
q

q
q

- é ùæ ö æ ö= - + - -ê úç ÷ ç ÷
è ø è øê úë û

= -


(5.61)

を得る。以上から、

                                                  
1 ここで導入された Eが、 2 2 2 2 4E p c m c= + を満たしているかどうかはわからない。
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2 2 2
0

2 2 2 2
2 2

0 2 3 2 3 2

1 ,  ,  ,  sin
1

cos0,  1 ,  ,  0
2 sin sin

r

r

E a dt mrp mc p p mr p mrac r d
r

ma a E L LF F r mr F F
r r mc mr mr

q f

q f

q q
t

qq
q q

-

æ ö æ ö= - = - = - = -ç ÷ ç ÷
è ø è ø -

é ùæ ö æ ö= = - + - - = - =ê úç ÷ ç ÷
è ø è øê úë û

 



(5.62)

を得る。

さて、F dp dm m t= を用いて、ニュートン力学の
2 2F md x dt= に対応する表式を調べる。そこで、係数mcを

考慮して、(5.49)より

( )

1 1 2 1
2

2

2
2 2

1 1 1 1
1

rdp d mr d a a a ma am r r r mrad d d r r r r r
r

dp d drmr m r
d d d

q

t t t

q q q
t t t

- - - -
æ ö

é ùç ÷ æ ö æ ö æ ö æ ö= - = - - × + - = - - -ê úç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è øê úç ÷ ë û-

è ø
æ ö

= - = - +ç ÷
è ø

    

  

(5.63)

以上から、運動方程式として、

2 1 2 2 2
2 2 2

2 2 3 21 1 1
2 sin

a ma a ma a E Lr mr r mr
r r r r r mc mr

q
q

- - - é ùæ ö æ ö æ ö æ ö- - - = - + - -ê úç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è øê úë û

   (5.64)

( )
2

2
3 2

cos
sin

d Lmr
d mr

qq
t q

- = - (5.65)

を得る。以上から

( )

1 2 2
2 2

2 3 2

2
2

3 2

1 1
2 sin

cos
sin

ma a E a Lmr r mr
r r mc r mr

d Lmr
d mr

q
q

qq
t q

- é ù æ öæ ö æ ö æ ö= - - - + - +ê ú ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øê ú è øë û

=

 


(5.66)

である。ここで、

 2q p= が(5.65)の特別な解

なので、結局、

1 2 2
2

2 3

2 2 2
2

2 3

2

1 1
2

1
2

1

r

r
r

r

ma a E a Lmr r
r r mc r mr

ma a E LF r
r r mc mrdp F mrd p a

r

pq

t

-

-

=

é ùæ ö æ ö æ ö= - - - + -ê úç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øê úë û
ì é ùæ ö æ ö= - + -ï ê úç ÷ ç ÷

è ø è øê úï ë ûï= Ü í
ï = -
ï -ïî

 





(5.67)

が運動方程式になる。
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Ⅲ.測地線方程式による記述

以上の結果を、測地線方程式から導いてみる。【第 3章測地線】(3.54)より

( ) ( ) ( ) ( )2

2 0
d x dx dx

x
d d d

m l n
m
ln

t t t
t t t

+ G = (5.68)

である。もちろん、この測地線方程式と
dp

F
d

m
mt

= は同じであるから、改めて計算する必要はないが、演習を兼

ねて導いてみる。ここで、 ( )xm
lnG は

( ) ( )ln 1 ,  ln 1a ar r
r r

l næ ö æ ö= - - = -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

(5.69)

を用いて、

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

1
0 0
0 0 2

1 2

00 2 2

1 1

2 2

2 2

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2

1 ,  sin sin 1

r r

r rr

r
rr

r rr r

a ar
r r

a a a a ar
r r r r r

a a a ar
r r r r
a are r r e r
r r

n l

l l
qq ff

n

n

l

q q

-

-
-

- -

- -

æ ö¢G = G = = -ç ÷
è ø

æ ö æ ö æ ö¢G = = - - = -ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

æ ö æ ö æ ö¢G = = - - = - -ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø
æ ö æG = - = - - G = - = - -ç ÷
è ø è

e

( )1 cossin cos ,  ,   0 mod
sinr r r r r

q q q f f f f
ff q q f f qf fq

qq q q p
q

ö
ç ÷

ø

G = - G = G = G = G = G = G = ¹

(5.70)

より、(5.68)に適用する。

【 0m = 】のとき

(5.70)より、

( )
1

0 0
0 0 2

1 1
2 2r r

a ar
r r

n
-

æ ö¢G = G = = -ç ÷
è ø

のみであるので

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 02
0 0 0

0 02 2

1 12 2

2 2 2 2

0

 2 1 1
2

r r

r r

d ct dx dx dx dx dx dxd tx c x x
d d d d d d d d
d t a a cdt dr d t a a dt drc c
d r r d d d r r d d

l n

ln

t t t t t t
t t t t t t t t

t t t t t t

- -

= +G = +G +G

é ùæ ö æ ö= + - = + -ê úç ÷ ç ÷
è ø è øê úë û

(5.71)

より

12

2 2 1 0d t a a dt dr
d r r d dt t t

-
æ ö+ - =ç ÷
è ø

(5.72)

を得る。ここで、

21d a a dr
d r r dt t

æ ö- =ç ÷
è ø

(5.73)

より、(5.72)は
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1 12 2

2 2

1

0 1 1 1 1 1

  1 1

d t a dt d a a d t a dt d a
d r d d r r d r d d r

a d dt a
r d d r

t t t t t t

t t

- -

-

é ùæ ö æ ö æ ö æ ö æ ö= + - - = - - + -ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ê úè ø è ø è ø è ø è øë û

é ùæ ö æ ö= - -ç ÷ ç ÷ê úè ø è øë û

(5.74)

なので、

( )1dt a k
d rt

æ ö- = =ç ÷
è ø

一定 (5.75)

を得る。つまり、(5.56)より

2
Ek
mc

= (5.76)

であるので、

2 2
1 2  

1

dt E GMaad mc c
r

t
æ ö= =ç ÷
è ø-

(5.77)

である。

【m q= 】のとき

(5.70)より、
1sin cos ,  r r r

q q q
ff q qq qG = - G = G = のみであるので

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

2

2

2
2

2 2

0

1 1  sin cos

2 1  sin cos sin cos

r r

dx dxd d dr d d dr d dx x x x
d d d d d d d d d d
d dr d d dr d d
d r d d r d d d d
d dr d d d d d d dr
d r d d d d r d d d d

l n
q q q q
ln q q ff

t tq q q q f f
t t t t t t t t t t
q q q f fq q
t t t t t t t
q q f f q f fq q q q
t t t t t t t t t

= + G = +G +G +G

= + + -

æ ö= + - = -ç ÷
è ø

(5.78)

より

2
2

1 sin cosd d d dr
r d d d d

q f fq q
t t t t
æ ö =ç ÷
è ø

(5.79)

である。これは(5.65)に対応するので、
2
pq = が解であると分かる。

【m f= 】のとき

(5.70)より、

( )1 cos,   0 mod
sinr r r

f f f f
f f qf fq

q q p
q

G = G = G = G = ¹

のみであるので

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

2

2
2

2 2

0

  

2 cos 1 cos  2 2
sin sin

r r

dx dxd x
d d d
d dr d d dr d d d dx x x x
d d d d d d d d d
d dr d d d d d d dr
d r d d d d r d d d d

l n
f
ln

f f f f
f f fq qf

t tf
t t t
f f f f q q f
t t t t t t t t t
f f q f q f q f q
t t t q t t t t q t t

= +G

= +G +G +G +G

æ ö= + + = +ç ÷
è ø

(5.80)
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より

2
2

1 cos2 0
sin

d d d dr
r d d d d

f q f q
t t q t t
æ ö + =ç ÷
è ø

(5.81)

を得る。更に、両辺にを
2 2sinr q 乗じて、

2 2 2 2 2 2 2

2 2

0 sin 2 sin cos sin sin

 sin

d d d d d d d dr r r r
d d d d d d d d

d dr
d d

f f q f fq q q q q
t t t t t t t t

fq
t t

æ ö æ ö æ ö= + = +ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

æ ö= ç ÷
è ø

(5.82)

従って、

( )2 2sin dr h
d
fq
t
= =定数 (5.83)

ここで、(5.57)より

Lh
m

= (5.84)

であるので、 2q p= を考慮して

2 d Lr
d m
f
t
= (5.85)

を得る。

【 rm = 】のとき

(5.70)より、

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

1 2

00 2 2

1 1

2 2

2 2

1 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 ,  sin sin 1

r rr

r
rr

r rr r

a a a a ar
r r r r r

a a a ar
r r r r
a are r r e r
r r

n l

l l
qq ff

n

l

q q

-
-

- -

- -

æ ö æ ö æ ö¢G = = - - = -ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

æ ö æ ö æ ö¢G = = - - = - -ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø
æ ö æ öG = - = - - G = - = - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

e

であるので

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

002

12
2

2 2 2

0

  

  1 1 1 sin 1
2 2

r

r r r r
rr

dx dxd r x
d d d

d ct d ctd r dr dr d d d dx x x x
d d d d d d d d d

d ct d ctd r a a a a dr dr a d d a d dr r
d r r d d r r d d r d d r d d

l n

ln

qq ff

t t
t t t

q q f f
t t t t t t t t t

q q f fq
t t t t t t t t t

-

= +G

= +G +G +G +G

æ ö æ ö æ ö æ ö= + - - - - - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø

(5.86)

より、(5.77)と(5.85)を代入して

( ) ( ) 12

2 2 20 1 1 1
2 2

d ct d ctd r a a a a dr dr a d dr
d r r d d r r d d r d d

q q
t t t t t t t

-
æ ö æ ö æ ö= + - - - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

2
2

2
2

2

sin 1 a hr
r rpqpq

q
=

=

æ öæ ö- -ç ÷ç ÷
è øè ø
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12 2 2 2

22 2 2 3 1 1 1
2 2

1

d r a a c k a a dr dr a h
d r r r r d d r ra

r
t t t

-
æ ö æ ö æ ö= + - - - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øæ ö-ç ÷

è ø

(5.87)

なので、

 2
1 1 1 22 2 2 2 2

2 2
2 2 2 3 2 31 1 1 1 1

2 2 2
d r c a a a a dr a h c a a a hk k
d r r r r d r r r r c r rt t

- - -æ ö
é ùç ÷æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö= - - + - + - = - - - + -ê úç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è ø è ø è ø è ø è øê úë ûç ÷

è ø

v

v

(5.88)

従って

1 22 2 2
2

2 2 3 21 1  ,  
2

d r c a a a h E Lk k h
d r r c r r mc mt

- é ùæ ö æ ö æ ö æ ö= - - - + - = =ê úç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è øê úë û

v
(5.89)

は(5.67)に一致する。ここで、
dr
dt

=v とした。

Ⅳ.動径方向

微分方程式(5.67)（或いは(5.89)）は 2 階の微分方程式なので解く事が難しい。そこで、
dr
dt

の 1 階の微分方程式

を与えるエネルギー積分を利用する。この方法を用いるには、(5.31)より、
2 2 2ds c dt= を用いて

2 2 2 2 2
2 2 2 2 211 sin

1

ds a dt dr d dc c r rad r d d d d
r

q fq
t t t t t

æ ö
ç ÷æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö= = - - + +ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø è ø è ø è øç ÷-
è ø

(5.90)

より、

 
2 2 2

2 2 211
1 1

a k dr dc c ra ar d d
r r

q p

q
t t

=æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷æ ö= - - +ç ÷ç ÷ ç ÷è ø ç ÷ ç ÷- - è øè ø

v


2

1 2
2 2

2

1 2 2
2 2

2

sin

  1

hr
r

a hc k
r c r

q
=

-

æ öæ ö
ç ÷ç ÷ æ öç ÷+ç ÷ ç ÷ç ÷è øç ÷ç ÷ç ÷è øè ø

é ùæ ö æ ö= - - -ê úç ÷ ç ÷
è ø è øê úë û

v

(5.91)

を得る。さらに

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 3

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2
2 2 2 2

2

1 1

1 1 1

1

a h a ac h ahc c k c c k
r c r r r r r

ac a h a a hc c k c k c
r r r r r r

a hc k c
r r

é ùæ ö æ ö æ ö- = - - - Þ - = - - +ê úç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øê úë û

æ ö æ ö æ öÞ - = - - - Þ = + - + -ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

æ öæ öÞ = + - +ç ÷ç ÷
è øè ø

v
v

v v

v

(5.92)
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そして、 2
Ek
mc

= より

2
2 2 Ec k

mc
æ ö= ç ÷
è ø

より

2 2
2 2

2

2 2

1

1 2  
1

E a h drc
mc r r d
dt E GMaad mc c

r

t

t

æ öæ ö æ ö= + - + Ü =ç ÷ç ÷ ç ÷
è ø è øè ø

æ ö= =ç ÷
è ø-

v v

(5.93)

を得る。(5.67)（或いは(5.89)）に替わる式としては、

2 2 2
2

21dr E a hc
d mc r rt

æ öæ ö æ ö æ ö= - - +ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øè ø

(5.94)

になる。以上をまとめて、

2

1 22 2 2
2

2 2 3 2

2 2
2 2 2

2

1 1  ,  ,  
2

1

dr h
d

d r c a a a h E L drk k h
d r r c r r mc m d

dr a hk c c
d r r

f
t

t t

t

-

=

é ùæ ö æ ö æ ö æ ö= - - - + - = = =ê úç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è øê úë û

æ öæ ö æ ö= - - +ç ÷ç ÷ ç ÷
è ø è øè ø

v
v (5.95)

である。ちなみに、t を tで表すと、

2
2

2 32 2 2

2 2 2 3

2 2 2
2 2

2 2

1  ,  

1 1 1
2 1

11 1

d h a E Lr k h
dt k r mc m

d r c a a a h dr k dr
adt r r kc r k r d dt
r

dr a a hc c
dt r k r r

f

t

æ ö æ ö= - = =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

é ùæ ö æ ö æ ö= - - + + - Ü = =ê úç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øê úë û -

é ùæ öæ ö æ ö æ ö= - - - +ê úç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øè øë û

v
v (5.96)

である。

ここで、(5.94)の Eが質点のエネルギーに対応するかどうか、つまり、

2 2 2 2 4E c m c= +p

に対応しているかどうかを見るには、

 重力の影響を無視できる特殊相対論的極限（ r®¥）

を取って調べればよい。そこで、(5.93)より

2 2
2 2 2 2

2

2

1
rE a hc c

mc r r
dr h
d
f
t

®¥æ öæ ö æ ö= + - + = +ç ÷ç ÷ ç ÷
è ø è øè ø

=

v v

(5.97)

従って、
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2 2 2 2 2 4 2 2 2 4E m c m c p c m c= + = +v (5.98)

を得るので、

 (5.77)で導入された Eは質点のエネルギー（ 2 2 2 2 4E c m c= +p ）に対応する

事になる。

(5.93)において、 rに依存する項をポテンシャル ( )V r として

( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 31 2a h ac h ahc c c V r

r r r r r
æ öæ ö- + = - + - = +ç ÷ç ÷

è øè ø
(5.99)

より、一般相対論に於ける有効ポテンシャルとして。

( )
2 2 2

2 32 2 2
ac h ahV r
r r r

= - + - (5.100)

を導入する。従って、(5.99)より

( )
2 2

2 2E dr c V r
mc dt

æ ö æ ö= + +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

(5.101)

なので

( )
22 2 4

2
1 1
2 2
E m c drm mV r
mc dt
- æ ö= +ç ÷

è ø
(5.102)

を得る。これが、

 ニュートン力学に於ける ( ) ( ) ( )21
2

dU r
E m U r U r F

dr
æ ö

= + = Þ = -ç ÷
è ø

ポテンシャルv

に対応する式になる。

ポテンシャル項 V(r)の物理的意味を詳しく見るために

 ニュートン力学が成立する非相対論的極限（ cv ）と弱い重力極限（ 0a® ）のもとでのポテンシ

ャル ( )U r ：
( )2

2

dU rd rF m
dt dr

æ ö
= = -ç ÷
è ø

と見比べてる。(5.97)より cv の場合、

2

20,  0
c c
¹ =

v v
の近似 (5.103)

をとると

2
2

2 as 0 1E Ec k
mc mc

æ ö æ ö= ® = =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

v (5.104)

なので、(5.96)から
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( )2 32 2 2

2 2 2 31 1 1
2

dU rd r c a a a hF m
dt r r kc r k r dr

é ùæ ö æ ö æ ö= = - - - + - = -ê úç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øê úë û

ニュートン

v
(5.105)

に従って、ニュートン力学でのポテンシャル ( )U r を求めるため、弱い重力極限（ 0a® ）

20,  0a a¹ = の近似 (5.106)

をとると、(5.96)より、

2 32 2 2

2 2 2 3

2 21

2

1 1 1
2

      
2

k

d r c a a a hF m
dt r r kc r k r

mc aa
r

=

é ùæ ö æ ö æ ö= = - - - + -ê úç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øê úë û

= - -

v

2

1
r c

æ ö æ ö-ç ÷ ç ÷ç ÷ è øè ø

v 2

1 3 3a am
r

é ù
ê ú + - +
ê úë û

3

2
a

r
-

2

3 3
h

r r
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

( )2 2 2 2 2 2

2 3 4 2 3
3      

2 2 2
dU rmac mh mah d mac mh mah

r r r dr r r r dr
æ ö

» - + - = - - + - = -ç ÷
è ø

(5.107)

より

( )
2 2 2

2 32 2
mac mh mahU r
r r r

= - + - (5.108)

(5.36)より
2 2ac GM= 及び

Lh
m

= を用いて

( )
2 2

2 2 3
2

2
GMm L GMLU r
r mr mc r

= - + - (5.109)

を得る。以上から、

( ) ( ) ( )
( )

( )

2

2 2

2 2

2

2 2

mac GMmU r
r rU r U r U r

mh LU r
r mr

ì
= - = -ïï= + í

ï = =ïî

万有引力

ニュートン 向心力万有引力

向心力

(5.110)

の時、(5.107)で 3 項目を無視すれば

( )2

2

dU rd rF m
dt dr

= = - ニュートン

ニュートン (5.111)

となり、ニュートン力学の運動方程式を得る。ここで、


2

3
mah
r

がニュートン力学にはなく新たに加わった相対論特有のポテンシャル

である事に注意しよう。まとめると、ニュートン力学的極限では

( )2 2 2 2

2 2 3 4 2
3 2

2
dU rd r mac mh mah GMF m a

dt dr r r r c
æ ö= = - = - + - =ç ÷
è ø

ニュートン (5.112)
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2

2 2

2 2

2 2

3 2 3

2

2
2 2

2

mac GMmU r
r r

mh LU r U r U r U r U r
r mr
mah GMLU r
r mc r

ì
= - = -ï

ï
ï= + + = =í
ï
ï

= - = -ï
î

万有引力

向心力 向心力万有引力 相対論補正

相対論補正

(5.113)

である。ここで、(5.100)のポテンシャル ( )V r を詳しく見ると、(5.36) 2
2GMa
c

= 及び
Lh
m

= を代入すれば

( )
2 2

2 2 2 2 32
GM L GMLV r
r m r m c r

= - + - (5.114)

を得る。(5.113)のニュートンのポテンシャルで表し

( ) ( ) ( ) ( )mV r U r U r U r= + +向心力万有引力 相対論補正
(5.115)

を得る。


