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第４章 重力方程式

Ⅰ.変分法（ l l
mn nmG = G の時）

さて、重力の運動方程式は
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を用いて、変分法から導出する。変数は
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である。変分は
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である。ここで、d -gは・・・
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において、【第 2章一般座標変換】の結果(2.126)： 1
2

mn
mnd d- = -g gg g より

1
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と計算される。従って、(4.3)と(4.4)より
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である。但し、変数は mng なので、 mndg を mndg に変換するため【第 2章一般座標変換】の結果(2.64)：
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を得る。ここに
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である。
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ここで、【第 2章一般座標変換】の結果(2.18) 
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より、 a
mndG の変換性をみると、d は ( ) ( ),  x xmn l mn¶g g についての変分なので
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を得る。つまり、

 a
mndG は 3 階のテンソル

であることがわかる。ここで、 ( )xmng は共変微分と可換なので、 ( )mn a mn a
n ma n mad dÑ G = Ñ Gg g 等より
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「 a
mndG は 3 階のテンソル」なので、【第 2章一般座標変換】の結果(2.131)の
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より、 ( )A xn lm n ln m
ln lnd d= G - Gg g は 1階のテンソルとして変換するので
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より、(4.12)は
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(4.15)を(4.8)に代入して
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である。ここで、
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を得る。つまり、
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ラグランジュ方程式
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より、アインシュタイン方程式

1 0
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を得る。ここで、【第 2章一般座標変換】のアインシュタインテンソル (1.176)： 1
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である。

Ⅱ.物質場

物質場から来る作用は
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( )4
matter matter  :J d xk k= -ò 比例定数gL (4.24)

である。 matterL は、例えば、電磁場であれば、
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特に、 l l
ab baG = G の場合を取り扱っているので

( ) ( ) ( ) ( )A x A x A x A xa b b a a b b aÑ -Ñ = ¶ -¶

つまり、(4.26)より

 ( ) ( )A x A xm n n m¶ -¶ は 2 階のテンソル

が分かる。

( ) ( ),  x xmn l mn¶g g による変分を実行する。 ( )xl mn¶ g は含まれていないので、 ( )xmng による変分で

あるが、通例により、まず ( )xmng による変分をする。
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ここで、
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は物質場のエネルギー・運動量テンソルである。以上から、
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を得る。1 これより、【第 2章一般座標変換】の結果(2.64)： mn am bn
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Ⅲ.運動方程式

重力と物質場の作用は
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より、
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を得る。重力が弱いときにポアソン方程式：

( ) ( )2 4 Gf p rÑ =r r (4.35)

が導かれるためには（(4.57)参照）
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が必要である。従って、
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である。

重力場の弱いときに物質のある場合を考察し、(4.35): ( ) ( )2 4 Gf p rÑ =r r を導く。まず、【第 3章測

                                           
1 ( ) ( )diag. 1, 1, 1, 1xmn ® - - -g に注意。 ( ) ( )diag. 1,1,1,1xmn ® -g のときは、 ( ) ( ) ( )
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地線方程式】(3.53)：測地線の方程式
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が重力場中の運動方程式である。【第 3 章測地線方程式】－Ⅲ.非相対論極限－弱い重力場の測地

線方程式の復習をする。まず、重力場が無いときに ( )xmng が
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になることを用いて、

( ) ( ) ( ) ( ),  x h x x h xmn mn mn
mn mn mnh h» + » +g g (4.40)

で記述できるとする。つまり、

 弱い重力場は、 ( )h xmn が極小の値を持つ、つまり、 ( )h xmn の 1 次の項までを考慮する

近似に対応する。【第 3章測地線方程式】の結果：(3.71)より
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である。

次に、アインシュタイン方程式(4.37)から

( ) ( )2 4 Gf p rÑ =x x (4.42)

との一致を導く。ここに、 ( )r x は 00T （エネルギー密度）で与えられ
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である。
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でhmn の 2 次の項は無視できるので、
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を得る。ここで、(4.37)の 0m n= = の場合に着目して、
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更に、

 ( )h xmn が時間に依らない場合（静的）： ( )0 0h xmn¶ =

に限る。このとき、
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また、(4.37)は
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0m n= = の場合は、(4.48)を用いて
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ここに、 00h に【第 3章測地線方程式】の結果：(3.70) 00 2
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c
f

» を代入して
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c c c
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(4.43)を代入して
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4 4G c c G c
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pf r p rÑ » - L = - Lx x (4.56)

つまり、 0L = の時に(4.42)

( ) ( )2 4 Gf p rÑ »x x (4.57)

を得る事ができる。これにより、「(4.36)が正しいパラメーターの設定である」ことがわかった。


