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第五章 インスタントンとフェルミオン

第一節：zero mode

Euclid でのスピノルの表示では1

( ) ( ) 4 4 for E E E M M M E ED m i D m d x i d xm m
m my g y y g y= + Û = - =ò òL L L L

である。ここに、

0 0 1,2,3 1,2,3
0 0 0,  ,  ,  M E M E E E E E Ei D igA igg g g g= = = ¶ - = Ñ -D A

対応がある。そこで、固有値方程式として

D   r r r Dy l y= ( ),  E E M M E ED D i Dm m m
m m mg g g= =

を用いる。ここで、
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なので、

0† 0 1,2,3† 1,2,3,   E E E Eg g g g= =

に注意すると、 D D=
†
なので、

D
†

r Dy = realr r r ry l y l= Þ =

がわかる。また、
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つまり、

                                                  
1 Euclid 計量なので、上付き添え字・下つき添え字の区別は意味が無い。
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{ }5 0,1,2,3, 0E Eg g =

より、

5 ,E Dg{ } 0 D= Þ 5 5
E E Dg g= -

なので、

5  with 1E r r r rg y c y c= = ±

とすれば、

D ( )5 5
E r E Dg y g= - ( )5 5 for  &  for  are pairedr r E r r r r E ry l g y l y l g y= - Þ -

がわかる。

特に、 ry の zero mode の解を考えよう。そのとき、

D 5
E0  & r r r ry g y c y= =

となる。そして、ゲージ場としてインスタントン解：2
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を用いる。そこで、

D 0 0
0 0 0 with ,  E E E E E E E E E ED D igA D igA igm m mg= + = ¶ - Ü = ¶ - = Ñ -D D Ag

より、

D  for dependencer r E rA xm my y yÞ ¶ -

を予想して、
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を仮定すると、
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と期待する x依存性になる。つまり、

                                                  
2 ( ),1imt = t はm=1,2,3,4 である。ここでも 0 4t t= のことである。
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を満たす解として、
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がわかる。 ( )r xy の式を代入して、最終的に、
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m ng t+ =

を得る。また、
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そして、
4 4 ,   i i i ij ji ijk kt t t t e= - = - = - =t t

を用いて、
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を得る。以上から、
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を得る。解は、
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とすると、
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従って、
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このとき、
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とすると、
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である。ここで、
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が正確な表示になる。そこで、sとtの合成角運動量を考えることができ、
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のように、が決まる。このうち、
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を満たすのは、
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のときである。これが zero mode の解である。

第二節：massless fermions

フェルミオン（y は２成分スピノール）のインスタントン効果を調べるために

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4
0 , [ ][ ]expI j j d d d x x D x x j x j x xy y y y y y= - + +é ùë ûò ò

を使用する。ここに
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エネルギー固有関数を導入して、zero mode の解が n個あるとして

( ) ( ) ( ) ( )
( )0 0 0 3 22 2

 0
0 :   1,2, ,  with  with 3cDu x u x n u x u u

ux
s s s s s

s

s
r

¯ ¯
¯

æ ö
= = = = -ç ÷

+ è ø
 t

とするとき、
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インスタントンは と結合しない
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になるので、
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ここで、インスタントンはy と相互作用しないので

( ) ( )0 , 0x y yb
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更に、zero mode は n個としたので、
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「 [ ] [ ] 1 0E E E Ed dx x x x= =ò ò のみ、他は 」に注意して、zero mode が n個なので
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なので、

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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0

, [ ][ ]exp ,

            exp  ,

E E E EE
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を得る。従って、
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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d d y y y y

aa

a

a

a

a

a a a a

y

y y y y y y y

y y y y y y y

y y y y y y-

-

=
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Õò ò
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に対応した相互作用である。

第三節：massive fermions

Majorana 的フェルミオン（y は２成分スピノール）の質量を導入すると
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