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第四章 インスタントン
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第一節：Topological Charge

ここで、ユークリッド計量での EF
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( ) ( )

2
† † †

2
† † † †

1 1 Tr
6

1 1 1Tr Tr
2 6E

U U U U U U
g

iX U UA U U U U U U
g g

n r s
mnrs

n r s n r s
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m m mnrs mnrse e

æ ö¢ = - ¶ ¶ × + ¶ × ¶ × ¶ç ÷
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を得る。

物理は作用積分（ ES とする）
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で表されるのだが、もちろんこれは任意の場の変換（ a
EA
md ）に際して不変でない：
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S
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になり、これはゼロでないので、「位相不変量」ではない。

第二節：Pure Gauge 解

さて、
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e e d d d d
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なので、
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がわかる。等号は、

a a
E Emn mn= ± F F

のときに成立する。言い換えると、

 ( )4 TrE E Ed x F Fmn
mnò  は、Action が有限であれば収束する物理量

であることが分かる。

そこで、「Action が有限」になることより

( ) ( )24 4 2Tr 0 0
r r

E E E E Ed x F F r F r Fmn mn mn
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® Þ ®ò 

のおおまかな条件が分かる。つまり 0
r

EF
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®¥

® である。 0EF
mn = の解は、「pure gauge 解」なので、
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である。

第三節：SU(2)解（n=1）

ここで、U として、
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である。以上から、
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1 ここでは Euclid 計量のm=0 成分を、m =4 成分として取り扱う。
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になる。これを利用すると・・・
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従って、
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がわかった。

第四節：SU(2)解（n=-1）

今度は、U として、 1n = の場合の †U を用いる。従って、

( )

( )

4 3 1 2 † †
4

1 2 4 3

4 3 1 2†
4

1 2 4 3

  with 1

  with ,1

V iV iV V
U V i V i

iV V V iV

V iV iV V
U V i V i

iV V V iV

m m
m

m m
m

t t

t t

- - -æ ö
= = - = = -ç ÷- + +è ø

+ +æ ö
= = + = =ç ÷- -è ø

t t,

t t

V

V

とすると、

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

† † † † † † † †

† † † † † †

Tr Tr Tr

 Tr Tr Tr

U U U U U U U U U U U U U U U U

U U U U V V V V V V V V

n r s n r s n r s

s n r a b s g n d r a b g d s n r
a b g d a b g dt t t t t t t t

¶ × ¶ × ¶ = - ¶ ¶ × ¶ = - ¶ ¶ × ¶

= - ¶ ¶ ¶ = - ¶ ¶ ¶ = - ¶ ¶ ¶

( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

† † † † †

† †
† † †

† †

Tr Tr

  Tr 2
2

2  Tr Tr
2

   

U U U U U U V V V V

V V V V i

i V V V V i V V V V

n r s a b g d s n r
mnrs mnrs a b g d

g d d g
a b s n r g d d g mn

mnrs a b g d

gd
a b s n r a b gd s n r

mnrs a b g d mnrs a b g d

e t t t t e

t t t tt t e t t t t t

tt t e t t t e

¶ × ¶ × ¶ = - ¶ ¶ ¶

æ ö-
= - ¶ ¶ ¶ Ü - =ç ÷

è ø
æ ö

= - ¶ ¶ ¶ = - ¶ ¶ ¶ç ÷
è ø

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )† Tr Tr Tr Tr Tri i ia b gd ab ab gd ab gd ab gd ab gdt t t d t t d t t t t tÜ = + = + =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

( )( )

4

4 4

†

    4 : Tr Tr Tr 2 2 2

      Tr 2 :

      Tr Tr 2 2

  2 2

i jk i jk jk i jki ijk

ijk ijk ijk

ijk

i i i

i i V V V V V V

ab gd

ab gd abgd

a b gd ab gd abgd abgd

abgd s n r abgd s
mnrs a b g d mnrs a

abgd t t t t t e t e d e e

t t e e e e

t t t t t e e

e e e e

= = = = = =

Þ = - = - = -

Þ = = - = -

= - - ¶ ¶ ¶ = - ¶

   

( )
( ) ( )† † †Tr 2

V V

U U U U U U V V V V

n r
b g d

n r s abgd s n r
mnrs mnrs a b g de e e

¶ ¶

¶ × ¶ × ¶ = - ¶ ¶ ¶

従って、



14/21 第四章 インスタントン

【安江正樹＠東海大学理学部物理学科】

( ) ( )

( ) ( )

† † †
2 2

2 2

1 1Tr
24 12

1 1  
12 12

d U U U U U U d V V V V

d V V V V d V V V V

m n r s m abgd s n r
mnrs mnrs a b g d

msnr

m abgd s n r m abgd n r s
msnr a b g d mnrs a b g d

n s e s e e
p p

s e e s e e
p p

= ¶ × ¶ × ¶ = - ¶ ¶ ¶

= - ¶ ¶ ¶ = - ¶ ¶ ¶

ò ò

ò ò
付け直し

なので、

( )2
1

12
d V V V Vm abgd n r s

mnrs a b g dn s e e
p

= - ¶ ¶ ¶ò

である。一番簡単なU として、前と同様に

( ) ( )2ˆ
x

V x r x
r
m

m m= º =

を使えば、

( ) ( )†
2

2 2

2

2 2

1

1 1   

1   

x xxU U i V V i
r r r

x x x xx xi
r r r r r r

x xx
r r

m
bm ab ab m ab ab ma

a b b

m m
b bab m ab ma a

b b

m
m

d t d t d

d d t d

æ ö
¶ = + ¶ = + -ç ÷ç ÷

è ø
æ ö æ ö

= - + -ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ø è ø

= - 2
xi i x x

r

am
aba

a b
t t

æ ö
+ -ç ÷ç ÷

è ø
4 2 2

x xx i i
r r r

am mnm
a nt t

= = -

†
2

1( )
r

E
xiA x U U

g g r

mn
m m nt®¥

® ¶ =

そして、

( )2
1 1

12
d V V V Vm abgd n r s

mnrs a b g dn s e e
p

= - ¶ ¶ ¶ = -ò
従って、

( ) ( ) ( )2 †
41 for  with  ,1 , ,1

x
U V i V V r x i i

r
mm m m

m mn t t t= - = - = = = Ü = = -t t tV

がわかった。

第五節：SU(2)解（|n|>1）
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第六節：有限エネルギー解

1n = ± を与える pure gauge 解は、もちろん、

0EF
mn =

である。そこで、有限エネルギー解を、
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第七節：Winding Number 

Topological charge のn は、
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( )®V x x

の変数変換により

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )d f d J f=ò òS V V S x x V x

になる。ここに、
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である。これを共変形式にすると、
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ここに、

4Vは に垂直にとるV

( )4ˆ 0,0,0,1x =

( ) 1,2,3:S x x

( )4ˆ 0,0,0,1V =

1,2,3:S x( ) 1,2,3:S V V
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である。従って、

( ) ( ) ( ) ( )( )1 ˆ
3!

d f d x V fm abgd n r s
a mnrs b g de e= ¶ ¶ ¶ò òS V V S x V V V V x

ここで、

( ) 1f =V

とすると、

( ) ( ) ( ) ( )1 1ˆ
6 6

d d x V d Vm abgd n r s m abgd n r s
mnrs a b g d mnrs a b g de e s e e= ¶ ¶ ¶ = ¶ ¶ ¶ò ò òS V S x V V V V V V

なので

( ) ( )2 2
1 1

12 2
d V V V V dm abgd n r s

mnrs a b g dn s e e
p p

= ± ¶ ¶ ¶ = ±ò ò S V

になる。4 次元では、
24 2p=次元の立体角は

なので、

( ) 22d p=ò S V

である。従って、

1n = ±

になる。一般に、

 実空間で 1 周するとき、V空間で n（n=1,2,3...）周

できるので

( ) ( )22  1, 2,3,d n np= =ò S V

であり、Topological charge は

( ) 1,2,3,n nn = ± = 

になる。


