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第七章 ファイマン図：クーロン散乱
ここでは、S 行列の計算方法を解説し、ファイマン図と対比する。例として電子（或いは陽電

子）の電磁相互作用を考える：
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である。ここで、 ( ) ( ),  in inA x xm y は自由場の方程式を満たすので
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を用いることができる。1 ここに、(7.2)と(7.3)より、電子に対して
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である。

クーロン場による散乱

まず最初に、簡単化のため、

 電荷 Zeの原子核のクーロン場による陽電子散乱

を考察する。これはクーロン反発力による散乱である。クーロン反発力による散乱を見るため

に電子ではなく陽電子による散乱を考えている。クーロン場の場合、光子は量子場ではない。

つまり、時間依存性が無く

                                           
1 場の演算子の添え字 in は省略されている。必要なときには明示する。
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である（問題１）。この解を
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と置く。そこで、１次の項を実際に計算してみる。１次の項は、陽電子の電荷 e+ に対応して、
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で与えられる。「第５章相互作用表示」において

 ( )limab b at
S V ty y+ +

+®¥
= において、 ,a by + も ( )V t+ も in-自由場の量で決定される

ことがわかっているので、始状態と終状態として、

( )0 , ,0in a b a bH Ey y+ += (7.8)

を満たす自由場の状態をとることができる。自由場の詳細は「第 2 章～第 4 章」で与えてある

ので、(3.25)の表記を用いて、「始状態：運動量 1p ・スピン 1s の陽電子 ( ) ( )1 †
1 0s

a by +Þ = p 」及

び「終状態：運動量 2p ・スピン 2s の陽電子 ( ) ( )2 †
2 0s

b by +Þ = p 」とする。ところが

 ,a by + は規格化されている

ので
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に注意して
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従って、
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を得る。そのとき、規格された状態は
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になる。ここで、(7.7)のファイマン図は
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Þ

である。

求める振幅は
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であり、クーロン散乱の部分は
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である。ここで、(6.28)を用いて
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縮約は、(6.26)より
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また、 ( ) ( )2
2 0 0sb =p に注意して

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )†, 2i j ijb b Kw d d= -p k p p k (7.18)

を用いて、第２項を書き換えると
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になる。従って、(7.17)は
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になる。ここの第２項のファイマン図は
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で表される。 ( )0FS が発散するので、このままでは、クーロン散乱は発散してしまう。これは、

「繰り込み」により、取り除かれ第 1 項からの有限の値として計算することができる。ここで
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とすると、(7.4)より、
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なので、N積の規約に従い生成演算子を左に、消滅演算子を右にして、
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を得る。ここで
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を得る（問題３）。以上から、
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と計算できる。
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qx

(7.37)
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を得る。以上から、(7.33)より

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
1

2
1

1 2

20
1 22

1 11 2 02

1 2
1 2 02

2 1
2

0 2

2

2
0

1

       

      

1
2

1
2

11
2

s s

s s

i

s

e

s

xtM

ei

d e A

Ze
c

ei q

ei q

Ze E E
c c

m
m

m

g d
p

g d

g
p

ep

d
e

-

-æ ö
ç ÷
è ø-

¢ =

=

=

ò 



 


 

qx

x x

q

p p

p p

p
p

p
pv v

v v

v v (7.38)

である。陽電子の粒子場は ( ) ( )
TC x C xy y= なので

( ) ( )
TCu p C p= v (7.39)

になる（問題５―Ａ・Ｂ）。従って、

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1
1 2 2 1

s s C s C su um mg g= -v vp p p p (7.40)

を得る（問題５―Ｃ）。故に

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2 10 2 1

2 12 2
0 2 1

1 1
2

C s C se Ze E EM i u u
c c

g d
ep

-æ ö¢ = - ç ÷
è ø-

p p
p p

(7.41)

このとき、ファイマン図は

Ä

1p

2p

2 1= -q p p

ψC：正のエネルギーの
陽電子状態

になる。

散乱断面積

さて、確率振幅は ( ) 21M ¢ で与えられるが、実際に計算するのは

 単位時間当たりの確率振幅＝

( ) 21M ¢

経過時間
＝ 1 2w ®

になる。 ( ) 21M ¢ は

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
21 2 10 2 1

2 12 2
0 2 1

1 1
2

C s C se Ze E EM i u u
c c

g d
ep

-æ ö¢ = ç ÷
è ø-

p p
p p

(7.42)

で与えられる。これは、

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

22 221 2 12 02 1
2 14 4

0 2 1

1 1
2

C s C sZe E EM u u
c c

d g
ep

æ ö -æ ö¢ = ç ÷ ç ÷
è ø -è ø

p p
p p

(7.43)
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になる。ここで、 2 2 1E E
c

d -æ ö
ç ÷
è ø

は注意を要する。最終的に、エネルギーを変数にして求めるので、

( )2 1
2 1

E E c E E
c

d d-æ ö = -ç ÷
è ø

(7.44)

を用いる。そのとき、

( ) ( )
2 1

2 22 1
2 1 2 1lim

E E

E E c E E E E
c

d d d
®

-æ ö = - -ç ÷
è ø

(7.45)

が成り立つ。(7.30)を参考にして、経過時間を Tとすると

( )
( ) ( )2 1 2 12

2 1
2

1 1 lim
2 2

Ti E E t i E E t

T
T

E E dte e dtd
p p

- -

®¥
-

- = =ò ò 

 

なので

( )
2 1

2

2 1
2

1lim lim
2 2

T

E E T
T

TE E dtd
p p® ®¥

-

- = =ò 
(7.46)

を得る（問題６）。(7.43)に代入すれば

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 221 2 10
2 1 2 14 4

0 2 1

1 1lim
2 2

C s C s

T

c T ZeM E E u u
c

d g
p ep®¥

æ ö
¢ = -ç ÷

-è ø 
p p

p p
(7.47)

と計算できる。ところで、単位時間あたりの遷移確率は

( ) 21

1 2 lim
T

M

T
w ® ®¥

¢
= (7.48)

なので、

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2
2 10

1 2 2 1 2 15 4
0 2 1

1 1 1 1spin  or spin  or 
2 2 2 2

1
2

C s C sc Ze E E u u
c

w d g
ep®

= - ® = -

æ ö
= -ç ÷

-è ø
p p

p p

(7.49)

になる。ここで微細構造定数

2

0

1
4 137
e
c

a
pe

= »


(7.50)

を用いて

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 10
1 2 1 2 2 1 1 2 2 13 4

2 1

4 1
2

C s C sZ cE E u uaw w d w g
p® ® ®= - Ü =

-
 


p p

p p
(7.51)

である。

散乱を考えるが、実際には多数の e+が入射され、散乱された e+のすべてスピン状態が現れるこ

とになる。この状況を踏まえ
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 入射のスピンについて平均する

 散乱についてはスピンの和を取る

これを(7.51)に用いて

( ) ( )
2

1 1
1 2 2 1

2 1
1

2

2

1 1 & spin sp

2

i
2 2

n

1
s s

E E E Ew ww d d®
==

= ® =

= - = -

-

åå求める

均

量

平

：

(7.52)

を得る。ここで、

1 2
2 1

2

1 1

21
2 ss

w w
=

®
=

= åå
を求める。従って

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
2 10

2 2

2 1 2 1
2 13 4

2 1
1

2

1 1
2

2

1 1

4 11
2

1
2 2s ss

C s

s

C sZ c u uw a g
p= = =

®
=

=
-

åå åå
p p

p p
(7.53)

を計算することになる。スピンの和の部分は

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 22
2 1 1 2 2 10 0

2 1 1 2 2 1
1 1 2 1 1 1 2 1

2 2 2 2
1 2 2 10 0

1 2 2 1
1 1 2 1 , 1 , 1

1 10 0
1

                   

                   

C s C s C s C s C s C s

s s s s

C s C s C s C s

s s

C s C s

u u u u u u

u u u u

u u

m

a b a bab a b
a b a b

b aab a b

g g g

g g

g g

= = = =

¢ ¢¢ ¢
¢ ¢= = = =

¢¢ ¢

=

=

=

åå åå

åå å å

p p p p p p

p p p p

p p( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2
1 2 2

, 1 , 1 1 1 2 1

C s C s

s s
u ub a

a b a b
¢

¢ ¢= = = =
å å å å p p

(7.54)

において、(3.115)の

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

22

0
1 2 2

i i

i
p E c

p mc pc mc
u u

p Ea b
ab ab=

=

æ ö+ +æ ö
= = ç ÷ç ÷
è ø è ø

å
p

p p (7.55)

を ( ) ( )1, 2
1,2

C s su p に用いると、

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2 2

2 10 0 01 2
2 1

1 1 2 1 1 22 2
C s C s

s s

p c mc p c mc
u u Tr

E E
g g g

= =

æ ö+ +
= ç ÷

è ø
åå p p (7.56)

を得る（問題７）。以上から、

( )

( )
( ) ( )( )

1 2

2 22 2 2
0 01 2

3 4
1 22 1

2 2 2
0 0

3 4
1 2 2

1
1

2

2

1 4 1
2 2 22

1 1  
2 2

E E E

p m p mZ c Tr
E

c c c c

c p mc p mc

E

Z c Tr
E E

aw g g
p

a g g
p

= =

æ ö+ +
= ç ÷

- è ø

= +
-

+





p p

p p

(7.57)

になる。これより、wにするには、(7.52)より、

 エネルギー保存則： ( )2 1E Ed -

が追加される。
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このwから微分断面積 ds を求めることができる。微分断面積は

 単位時間・単位面積あたりにぶつかる粒子

を散乱する確率を表す

量である。これは、単位時間当りの遷移確率に終状

態の粒子数 dN2 を掛けたものに等しくなるので

終状態に散乱される個数 ( ) ( )1 1 2 2 1 21 2n d dN E E dNs w wd= ® = = -v (7.58)

を得る（問題８）。ここで、 1n は粒子密度、 1v は粒子の速度である。粒子密度は(7.11)より

( )
( )

( )
( )1 3 3

1 1lim  with exp
2 2

a a
a aV

i
n d V

V
y y

y y d
p p

+ +
+ +

®¥

-æ ö
= = - = =ç ÷

è ø
ò  

p p x
p p x (7.59)

より、

( )1 3
1

2
n

p
=


(7.60)

である。一方、 2dN は

2 2dN d= p (7.61)
である。2 以上を用いて

( ) ( ) ( ) ( )
3

2 2 1 2 2 1
1 1 1

211 2d dN E E d E E
n

p
s w d w d® = - = -


v v

p (7.62)

を得る。従って

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

3 2 2 4
0 0

1 2 23 4
1 1 2 2 1

2 2 2 4
0 0

1 2 24
1 1 2 2 1

3

2 2 1
1

2 1

2 1

2 1 1
2 2

1 1
2

2
1 2

Z c Tr p mc p mc d
E E

Z c Tr p mc p mc d
E E

d d E E

E E

E E

p
s d

d
p a g g

p

a g g

w

d

= + +
-

= +
-

-

+

® =

-

-








p
p p

p
p

p

p

v

v

v

(7.63)

になる。今、

 1p を基準にして、 2p のなす角をq とする



2
2 2 2

2 1 12 sin
2

d d d
q

ì = W
ï
í

- =ï
î

p p p

p p p
(7.64)

                                           
2 この粒子数は a ad Iy y+ + =ò p より dpに一致する。仮に、

( ) ( )† 0s
b bj + = p とすれば、

( )
1

2a ad I
K

j j
w

+ + =ò p
p

になるので、
( )
1

2
dN d

Kw
= p

p
である。

= 2 [m ]ds1 1nv2dNw
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を得る（問題９）。従って、

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2 2 2 4
0 0

1 2 24
1 1 2 2 1

2 2 2 4
0 0

1 2 22

2 1

2
41 1 2

1

1

1 1
2

1 1
2 16 sin

2

1 2

  

d E EZ c Tr p mc p mc d
E E

Z c Tr p mc p mc d d
E E

E E

a g gs d

da g gq

+ +
-

=

® = -

+ + W -





p
p p

p
p

v

v

(7.65)

である。Trを計算するため Appendix(7.76)と(7.77)を用いて

( ) ( )( ) 22 10 0 2
1 2

18 1 sin
2

E E
c c c c

Tr p mc p mc qg g+ + æ ö-ç ÷
è

=
ø

v v (7.66)

を得る（問題１０）。これより

( ) ( )

( )

21 2
2 2 2

1

2
21 2

4

1 2

2

2 2 12 4
1

2 2

2 2 12 4
1 1

1 28 11
2

1 si

11 2
16 sin

2

               

sin
2

  n
24 sin

2

d d E E

Z

c
E

Z d

c

E
E

d d E Ec

c

c

E
c c c

s dq

a q
q

a q

d

® = æ ö-ç W -

= Wæ ö- -÷

÷
ø

ç
è

è

ø





v

v

v

v

v

v p
p

p
p

(7.67)

ここで

2
2

2

dE
d

= v
p

(7.68)

を用いて（問題１１）

( ) ( ) ( )21 2
22 2

2
2 12 4 2

1 1

1 2
4 sin

sin
2

2

1
c c

Z c dEd d E E
a

s dq
qæ ö-ç ÷

è
® = -

ø
W



p vv

v v (7.69)

を得る。ここで、微分記号が 2  & dE dWの 2 つあるので、(7.69)を 2d s とし、

( ) ( ) ( )
22 2

2 2 12 4

2

2

21 2

1 1

1 2
4 s

2

in
2in

1 s
Z c

E E E
c

d d
c

d
a

s dq
qæ ö-® = W÷

è ø
-ç



p vv

v v (7.70)

と表す。これから、 2E 積分を実行して単位立体角当たりの断面積

 微分断面積

が、

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2
2

12 40
1 1

2 22 2 2 2
2 2

2 24 2 4
1 1 1 1

2
2 2

2

2
1 1

1

21

1

1 2 1 2
4 sin

2

                   1 sin 1 sin
2 24 sin 4 sin

2 2

1 sin
2

Z c
d d d Ed

c c

Z c Z

E E

cc
c

d
c

d

a
s s dq

a aq q
q q

q¥

® = ® = Wæ ö-ç ÷
è

-

æ öæ ö= - W = - Wç ÷
æ ö
ç ÷
è

ç ÷ ç ÷è ø è ø

ø

ø

ò ò


 

p

p p

v

v

v v

vv

v

v

v

v

(7.71)

より
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( ) 2 2 2

2 2 4

21

1

21 2
1

4 sin
si

2

n
2

d Z c
d cp

s a
q

qæ ö
ç ÷
è

æ ö®
= -ç ÷ç ÷W è ø øv

v (7.72)

として導かれる。ここに、

1 2

1 2

pì = =ï
í

= =ïî

p p
v v v

(7.73)

である（問題１２）。これは

 ラザフォードの散乱面積

であり、補正項 2 2sin
2
q

v が

 （陽）電子のスピンからの寄与

として加わっていることがわかる。

( ) 22 2 2
2

2 2

2

4 0

1 sin
2 44 sin

2

c
c

Zd e
d cp

as q a
q pe
æ öæ ö= - Ü =ç ÷ç ÷ç ÷W è øè ø




v

v
(7.74)

で与えられる。(7.74)の次元が
2

é ùë û距離 であることが分かる（問題１３）。古典論では、が不在

なので、

2 2 2

2 2 4 044 sin
2

d Z e
d p

s a a
q pe

= Ü =
W v

(7.75)

に移行する。
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Appendix:γ行列の演算

( )

( )

( )

( )

3

0

3

0

3

0

3

0

4

2

4

2

a a a

ab ab ab

abc abc cba

m m
m m

m

m m
m m

m

m m
m m

m

m m
m m

m

g g g g

g g g g

g g g g

g g g g

=

=

=

=

= =

= = -

= =

= = -

å

å

å

å

と省略する場合あり

と省略する場合あり

と省略する場合あり

と省略する場合あり

(7.76)

( ) ( )
( )
( )1

4

4

0
n

Tr

Tr

Tr

m n r s mn rs ms nr mr ns

m n mn

m m

g

g g g g

g g

g g

= + -

=

=


奇数個の

g g g g g g

g (7.77)



14/14 平成 29 年 3 月 24 日(金)午前 11 時 26 分 第七章 ファイマン図：クーロン散乱（次元あり）

【安江正樹＠東海大学理学部物理学科】

第７章問題

１）Ａ）クーロンゲージを説明せよ。

Ｂ）電荷 Zeの原子が原点にいるとき、(7.5)がクーロンゲージ条件でのマクスウェルの方程

式の解であることを示せ。極座標表示を使うとよい。 0r ¹ に限れば、原子がいないので

より簡単化される。

２）(7.25)を導け。

３）(7.26)を導け。

４）Ａ）(7.33)を導け。

Ｂ）(7.35)を導け。

Ｃ）(7.36)を導け。ただし、
0

r iqrdre ee
¥

-ò を計算しその虚部が
0

sinrdre qre
¥

-ò になることを利用す

るとよい。

５）Ａ） ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

†

3
1

exp exp
2 2

i i i i

i

dx u a ipx b ipx
K

a a ay
p w =

= - +åò
p p p p p

p
v を用いて

(7.39)を示せ。

Ｂ） ( ) ( )0 Cp Cu pg *= -v を示せ。

Ｃ）(7.40)を示せ。

６）(7.46)の
2
T
p

の次元が[エネルギー]-1 の次元である事を示せ。）

７）(7.56)を導け。

８）(7.58)において、粒子密度がnの粒子が速度vで移動している時、単位時間当たり面積 ds 衝

突する粒子の数が n ds´v で与えられることを示せ。

９）(7.64)において

Ａ） ( )1 2 p= =p p を導け。 2 2E m= +p を使うとよい。

Ｂ） 2 1 2 sin
2

p q
- =p p を導け。

１０）(7.66)を導け。

１１）(7.68)を導け。

１２）(7.73)を導け。

１３）(7.74)の次元が
2

é ùë û距離 であることを証明せよ。

１４）Appendix の(7.76)と(7.77)を導け。


