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第五章 相互作用表示

相互作用

量子場として

 質量mの荷電ボーズ量子場（スカラー）： ( )xf

( ) ( ) ( )
2

2 2cx x xm
mf fæ ö= ¶ - ç ÷

è ø
L (5.1)

 質量mのフェルミ量子場（スピノール）： ( ) ( ) 1, 2,3, 4xay a =

( ) ( ) ( ) ( )0
0  mcx x i x m

my y g gæ ö= ¶ - ¶ = ¶ = ¶ + Ñç ÷
è ø

L g (5.2)

 質量 0 の電磁量子場（ベクター）： ( ) ( ) 0,1,2,3A xm m =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

1   
4

x F x F x F x A x A xmn mn m n n m
mnm

= - = ¶ - ¶L (5.3)

を議論してきた。これから、電磁場とスカラーとスピノールの相互作用が、ゲージ変換に対し

て不変なように導入される。その結果、

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2cx D x x i x Dm mf f yæ ö= - +ç ÷
è ø

L ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
4

mcx x x F x F xmn
mny y y

m
- -


(5.4)

を得る。ここに、【第四章 電磁量子場：ベクトル場】の(4. 158)を参考にして

( ) 1em em
eD i Q A Qm m m= ¶ + = - 


電子、等 (5.5)

である。対応するハミルトニアン ( )xH は

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

†

0 0 0 0†

0 00 0

0

0

         

x x x x
x

x x x x
x xx x

x A x
xA

x

a a

a a

m

m

y yf f
f yf y

¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶¶ ¶
= + + +

¶ ¶¶ ¶ ¶ ¶æ ö æ ö æ ö æ ö¶ ¶¶ ¶¶ ¶ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷¶ ¶è ø ¶ è ø ¶è ø è ø
¶ ¶

+ -
¶æ ö¶

¶ ç ÷¶è ø

L L L L
H

L
L

(5.6)

から計算され、 ( ) ( ) ( )0 intx x x= +H H H とするとき、Normal product の記号: :を復活して

( )
2 2

2 2 0
0 0 0: cx i i

x x
f m yf f yg y¶ ¶æ ö= + Ñ + + - ¶ç ÷¶ ¶è ø

H ( )0 0
0

1 :
4

mc AF F A A
x

m
mn

mn m my yy ¶
+ + - ¶ - ¶

¶
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( ) ( )
2

2† 0 †
int 0:

eq eq eq
x i A A A A Af f ym m

m mf f f f f yæ ö
= - ¶ - ¶ - +ç ÷

è ø

 
  

H :y (5.7)

になる（問題１）。ここに

( ) ( )† † †
m m mf f f f f f¶ = ¶ - ¶


(5.8)

である。 ( )int xH は 0e® で消える項であり、

 相互作用ハミルトニアン（密度）

と呼ばれる。

状態

ハミルトニアン密度から作られる

( )
( )

0 0

0 int

int int

H d x
H H H

H d x

ì =ï= + í
=ïî

ò
ò

H

H

x

x
(5.9)

が、系の時間発展を記述する。この系を ( )tF とするとシュレディンガー方程式：

( ) ( ) ( ) ( )0 inti t H t H H t
t
¶

F = F = + F
¶
 (5.10)

に従って時間発展する。ここで、相互作用の影響を強調するために、

( ) ( )0expD
it H t tæ öF = Fç ÷

è ø
(5.11)

を考える。これをディラック表示とも呼ぶ。この状態の時間発展は、

( ) ( ) 0 int 0 with exp expD D D D
i ii t H t H H t H H t

t
¶ æ ö æ öF = F = -ç ÷ ç ÷¶ è ø è ø


 

(5.12)

で与えられることがわかる（問題２）。 ( )D tF の時間発展を記述するユニタリー演算子を

( )2 1,DU t t とするとき

( ) ( ) ( )0 0,D D Dt U t t tF = F (5.13)

を与える。これより

( ) ( ) ( )1 0 1 0, , ,D D DU t t U t t U t t= (5.14)

を満たすことがわかる（問題３）。この ( )0,U t t は、

( ) ( )0 0, ,D D Di U t t H U t t
t
¶

=
¶
 (5.15)

を満たす。この解は、
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( ) ( ) ( )
0

0 0, 1 ,
t

D D Dt

iU t t dt H t U t t¢ ¢ ¢= - ò (5.16)

になる。S 行列は

( ),DS U= ¥ -¥ (5.17)

で定義される。

さて、ディラック表示での演算子を ( )DO t とすると、その時間依存性は

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D D Dt O t t t O t tF F = F F (5.18)

で定義される。従って、

( ) ( ) ( )
0 0 0, exp expD

D

O t O ti ii O t H H t i H t
t t

¶ ¶æ öæ ö æ ö= + -é ù ç ÷ç ÷ ç ÷ë û¶ ¶è ø è øè ø
 

 
(5.19)

を得る（問題４）。特に、 ( )O t が時間に依存しない（シュレディンガー表示では、一般的には

演算子は時間に陽に依存しない）ときには、

( ) ( ) 0,D
D

O t
i O t H

t
¶

= é ùë û¶
 (5.20)

になり、

 ( )DO t の時間発展は相互作用のないハミルトニアンによって記述される

ことがわかる。

ディラック表示での状態を出発点とする。この状態を用いて

 t®-¥の状態を、相互作用の無い系の aj （自由場）： 0 a a aH Ej j=

 t®+¥の状態を、相互作用の無い系の bj （自由場）： 0 b b bH Ej j=

とすると、(5.13)を用いて aj からの時間発展によってたどり着く t®+¥の状態は

( ),a D aUj j¢ = ¥ -¥ (5.21)

で与えられる。従って、指定した終状態を bj とすると、 bj への散乱振幅は

( ),b a b D aUj j j j¢ = ¥ -¥ (5.22)

になる。ここで
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 ディラック表示の ( ),DU ¥ -¥ を S行列

と呼び、(5.22)は S行列の要素：

( ),ab b D aS Uj j= ¥ -¥ (5.23)

と定義される。また、時間間隔を 0-¥  と0 ¥ に分けて

( ) ( )0, ,   ,0a D a a a DU Uy j y j+ -= -¥ = ¥ (5.24)

を導入すると、

( ),ab b D a b aS Uj j y y- += ¥ -¥ = (5.25)

と定義される（問題５－Ａ）。ここに、

 ay ± はHの固有値 aE
± をもつ固有状態

である。また、 aj の完全直交性を用いると（問題５－Ｂ）、(5.24)より・・・

( ) ( )0, ,   0,D a a D a a
a a

U Uy j y j+ --¥ = ¥ =å å (5.26)

従って、

( ) ( ) 00, ,   0,D a a a D a a a
a a

HU E U H Ey j y j+ + +-¥ = -¥ =å å (5.27)

なので（問題５－Ｃ）、 a aE E+ = の条件のもとで ( ) ( ) 00, 0,D DHU U H-¥ = -¥ を得る。 ( )0,U ¥ も同

様にして

( ) ( ) 00, 0,D DHU U H±¥ = ±¥ (5.28)

を得る。実際、 a aE E+ = が成立する（エネルギー保存則）とき

( )int
0 int

0
a a a

a

H H H H
E H

y j y± ±= + = +
-

(5.29)

と表されることがわかる（問題４－Ｄ）。正確には、

int0
0

1lima a a
a

H
E H ie

y j y
e

± ±

® +
= +

- ±
(5.30)

である（(5.52)参照）。

演算子と S 行列

場を表すのは演算子であるので、演算子の相互作用表示を考察する。S行列の要素は、(5.25)の

( ),ab b D a b aS Uj j y y- += ¥ -¥ = で与えられる。ところで、 ay ± と aj は(5.24)で結びつくので、
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ay ± 、及び、対応する演算子O±を考察する。そこで、(5.18)と同様にして

b a b bO Oy y j j± ± ± = (5.31)

をもとにして考えてみる。以降、 b aOy y+ + + について考察する。これから

( ) ( )† 0, 0,b a b D D aO U O Uy y j j+ + + += -¥ -¥ (5.32)

と比較して、

( ) ( )† 1 10, 0,D DO U OU+ - -= -¥ -¥ (5.33)

を得る。ここで、

a a
a

Iy y+ + =å (5.34)

であると

( ) ( )† 10, 0,D DU U --¥ = -¥ (5.35)

なので（問題６）、

( ) ( )10, 0,D DO U OU+ -= -¥ -¥ (5.36)

を得る。以降、便宜上、 ( )0,DU ±¥ を

( ) ( )
( )
( )

:
0,

:DU
± -¥ìï + +

+ ¥
W = ¥

-
í
ïî -


時間が から 方向に経過

時間が から 方向に経過
(5.37)

と表す。その性質をまとめておくと

( )
a aj y± ±W = (5.38)

( ) ( )
0H H± ±W = W (5.39)

である。以降は ( )+W のみで議論を進める。演算子Oへの相互作用の効果はハイゼンベルグ表示：

( ) ( )0
i i i iHt Ht Ht Ht

O t e Oe e O e
- -

= =    (5.40)

で取り込むことができる（問題７－Ａ）ので、

 (5.37)のハイゼンベルグ表示版

を考えることになる。

相互作用表示に対応する演算子は

 in 演算子･･･O+に対応

 out 演算子･･･O-に対応
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と呼ばれ、量子場に適用した際に

 自由場の運動方程式

を満たす事が分かる。まず、 ( )+W のハイゼンベルグ表示、

( ) ( ) ( ) ( )0,
i i i iHt Ht Ht

D

Ht
t e e e eU

-+ + -
W = =W -¥    (5.41)

を用いる。この演算子の時間発展は、(5.39)を考慮して

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )int 0 int

i iHt Ht

t I Ii t t H t H t e H e H H H
-+ +¶ W = W Ü = = +  (5.42)

で表せる（問題７－Ｂ）。in 演算子 ( )inO t は、この ( ) ( )t+W を用いて定義され、

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
inO t t O t t+ + -= W W (5.43)

で与えられる。ここに、 0t = のとき、 ( ) ( ) ( )0 0,DU
+W = -¥ になり、(5.36)：

( ) ( )10, 0,D DO U OU+ -= -¥ -¥ (5.44)

を再現する。つまり、

( )0inO O+= (5.45)

が分かる。また、(5.43)に(5.41)を代入し整理すると

( ) ( )0
i iHt Ht

in inO t e O e
-

=   (5.46)

という関係を満たす（問題８－Ａ）。これより、

( ) ( ) ,t in ini O t O t H¶ = é ùë û (5.47)

を得る。一方、(5.43)を微分し(5.38)を用いると

( ) ( ) ( )0,t in in ini O t O t H t¶ = é ùë û (5.48)

が得られる（問題８－Ｂ）。また

( ) ( )( )0 0 0in inH t H H= = (5.49)

が成り立つこともわかる（問題８－C）。つまり、(5.49)は場の言葉で焼き直すと

( ) ( )( )
( ) ( )( )

0 0 0H x d x d

H x d x d

j

j

= =

= =

ò ò
ò ò

x x

x x

H H

H H
(5.50)

に注意すれば

( )( )0 0in inH x dj= ò H x

なので ( ) ( )( )0 0 0in inH t H H= = より
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( )( ) ( )( ) ( )0  , ,inx x Aj j j f y= =

相互作用を含んだ 相互作用を含まない
全ハミルトニアン 自由粒子のハミルトニアン

H H (5.51)

が成立することを示している（問題８－D）。この場合、

 相互作用の効果は、in 演算子の時間発展に取り込まれている

ことになる。

S 行列の要素

S 行列は、 ( ),ab b a b aS Uj j y y- += ¥ -¥ = で表されていた。 ay + について(5.29)の厳密形

int0
0

1lima a a
a

H
E H ie

y j y
e

+ +

® +
= +

- + (5.52)

を導出する。(5.24)の ( )0,a aUy j+ = -¥ を拡張して、

( ) ( ),a at U ty j+ = -¥ (5.53)

を定義する。そのとき、 ( )a ty + は、(5.15)より

( ) ( ) ( )a D ai t H t t
t
y y+ +¶

=
¶
 (5.54)

を満たす。この方程式の解は積分定数が、積分値に ( )0t t= = -¥ と置いた項に当たるので

( )a ay j+ -¥ = を用いて、

( ) ( ) ( )
t

a a D a
it dt H t ty j y+ +

-¥

¢ ¢ ¢= - ò (5.55)

を得る（問題１５）。ここで、

 時間が t = ±¥のときに相互作用が無くなる

条件を、
1 t

e
e-
 を用いて

( ) ( ) ( )
1t
t

a D
it dt e H t t

e

e ey j y
¢-+ +

-¥

¢ ¢ ¢= - ò 


(5.56)

のようにして導入する。ただし、計算完了後に

 ( )0 0e > ® （プラス側からゼロにする： 0e ® +と記す場合もある）

にとらないといけない。

さて、

( ) ( )0 0,a D a aUy j y+ += -¥ = (5.57)
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であるので

( ) ( )
0

lim 0 0a aee
y y y+ + +

® +
= = (5.58)

に注意して(5.56)より

( ) ( ) ( )
0 1

0
t

a D
i dt e H t t

e

e ey j y
¢-+ +

-¥

¢ ¢ ¢= - ò 


(5.59)

なので、(5.12)の

0 int 0exp expD
i iH H t H H tæ ö æ ö= -ç ÷ ç ÷

è ø è ø 
(5.60)

を用いて、(5.56)を(5.59)の ( )tey + ¢ を代入して・・・

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1 2

1

1
1 2

0 1 1

1 1 2 2 2

0 1

1 0 1 int 0 1

2 0 1

1 1 2 2 2 0

1

1

0

 exp exp

     

t
t t

a D a D

t

a a

t
t t

D D a a a

a

i idt e H t dt e H t t

i i idt e H t H H t

i dt e H t dt e H t t H E

i dt e

e e

e e

e

e e
e

y j j y

j j

y j j

j

- -+ +

-¥ -¥

-

-¥

- - +

-¥ -¥

æ ö
= - -ç ÷ç ÷

è ø

æ ö æ ö= - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

æ ö+ - =ç ÷
è ø

= -

ò ò

ò

ò ò

 





 

  




( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1

1
1 2

1

0

0 1 1 int 1 1 1

2 0 1 1

1 1 2 2 2

0

1 0 1 int

2 1 1

1 1 2

exp exp   for 0

    

 exp

    

t

a a

t
t t

D D

a a a

t

D

i iH t E t H t t t

i dt e H t dt e H t t

i idt E H i t H

i dt e H t dt e

e

e e

e

e e

j

y

j e j

-¥

- - +

-¥ -¥

-¥

- -

æ ö æ ö- = - -¥ < <ç ÷ ç ÷
è ø è ø

æ ö+ -ç ÷
è ø

æ ö= - - - +ç ÷
è ø

æ ö+ -ç ÷
è ø

ò

ò ò

ò



 

 

 



 


( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2

1
1 2

1
1 2

0

2 2

0

0 1 int

0

2 0 1 1

1 1 2 2 2

2 0 1 1

int 1 1 2 2 2
0

1 exp

    

1

t
t

D

a a a

a

t
t t

D D

t
t t

a a D D
a

H t t

i i E H i t Hi E H i

i dt e H t dt e H t t

iH dt e H t dt e H t t
E H i

e

e e

e

e e

e

y

j e j
e

y

j j y
e

+

-¥ -¥

-¥

- - +

-¥ -¥

- - +

-¥ -¥

æ ö= - - - +ç ÷
è ø- - +

æ ö+ -ç ÷
è ø

æ ö= + + -ç ÷- + è ø

ò ò

ò ò

ò ò

 

 

 






(5.61)

つまり、

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2
2 0 1 1

int 1 1 2 2 2
0

10
t

t t

a a D D
a

iH dt e H t dt e H t t
E H i

e e

e ey j j y
e

- -+ +

-¥ -¥

æ ö= + + -ç ÷- + è ø ò ò 



(5.62)
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同様にして、(5.56)を(5.62)に ( )tey + ¢ を代入して・・・

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 2 1 2

1
1 2

2 20 01 1 1 1

1 1 2 2 2 1 1 2 2

3 0 1 1

1 1 2 2                                               

t t
t t t t

D D D D a

t
t t

D D

i idt e H t dt e H t t dt e H t dt e H t

i dt e H t dt e H t dt

e e e e

e

e e

y j
- - - -+

-¥ -¥ -¥ -¥

- -

-¥ -¥

æ ö æ ö- = -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

æ ö+ -ç ÷
è ø

ò ò ò ò

ò ò

   

 

 


( ) ( )

2
3

1

3 3 3

t
t

De H t t
e

ey
- +

-¥
ò 

(5.63)
である。(5.63)の右辺第 1 項は、

( ) ( )
1

1 2
2 0 1 1

1 1 2 2 int int
0 0

1 1t
t t

D D a a
a a

i dt e H t dt e H t H H
E H i E H i

e e
j j

e e
- -

-¥ -¥

æ ö- =ç ÷ - + - +è ø ò ò 


(5.64)

がわかる（問題１６）。以上から、

( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2 3

int int int
0 0 0

3 0 1 1 1

1 1 2 2 3 3 3

1 1 10

            

a a a
a a a

t t
t t t

D D D

H H H
E H i E H i E H i

i dt e H t dt e H t dt e H t t

e

e e e

e

y j j j
e e e

y

+

- - - +

-¥ -¥ -¥

= + +
- + - + - +

æ ö+ -ç ÷
è ø ò ò ò  



(5.65)

を得る。この作業を、無限回続け、最終的に

( ) int
0 0

10
n

a
n a

H
E H iey j

e

¥
+

=

æ ö
= ç ÷- +è ø
å (5.66)

を導くことができる。一方、

int int
0 10 0

int int
00 0

1 11

1 1                                    1

n n

n na a

n

na a

H H
E H i E H i

H H
E H i E H i

e e

e e

¥ ¥

= =

¥

=

æ ö æ ö
= +ç ÷ ç ÷- + - +è ø è ø

æ ö
= + ç ÷- + - +è ø

å å

å
(5.67)

に注意して、

( )

( )

int int
00 0

int
0

1 10 1

1        0

n

a
na a

a
a

H H
E H i E H i

H
E H i

e

e

y j
e e

j y
e

¥
+

=

+

æ öæ ö æ ö
ç ÷= + ç ÷ ç ÷ç ÷- + - +è ø è øè ø

= +
- +

å
(5.68)

ここで、(5.58)なので

int0
0

1lima a a
a

H
E H ie

y j y
e

+ +

® +
= +

- +
(5.69)

がわかる。同様にして
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int0
0

1lima a a
a

H
E H ie

y j y
e

- -

® +
= +

- - (5.70)

を得る（問題１７）。

この表式を利用すると、(5.23)より

( ) ( ) ( )

( )
2 1

2

2 1

2

, lim lim ,0 0,

    lim ,0

ab b D a b D D at t

b D at

S U U t U t

U t

j j j j

j y

®¥ ®-¥

+

®¥

= ¥ -¥ =

=
(5.71)

である（問題１８―Ａ））。ここで、(5.11)より、(5.10)の解を用いて(5.13)を出してみると

( ) ( ) ( )0 0exp it H t t tæ öF = - - Fç ÷
è ø

(5.72)

に注意して

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

0 0 0 0 0

exp exp

            exp exp exp

D

D

i it H t H t t t

i i iH t H t t H t t

æ ö æ öF = - - Fç ÷ ç ÷
è ø è ø
æ ö æ ö æ ö= - - - Fç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

 

  

(5.73)

を得る。(5.13)より ( ) ( ) ( )0 0,D D Dt U t t tF = F なので、

( ) ( )0 0 0 0 0, exp exp expD
i i iU t t H t H t t H tæ ö æ ö æ ö= - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø  
(5.74)

を得る。従って、より

( )

( )

( ) ( )

2

2

2 2

2

0 2 2 0

2 2

lim ,0

     lim exp exp  ,

     lim exp lim exp

ab b D at

b a b b b a a at

b b a a b a b at t

S U t

i iH t Ht H E H E

i iE E t E E t

j y

j y j j y y

j y j y

+

®¥

+ + +

®¥

+ +

®¥ ®¥

=

æ ö æ ö= - = =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
æ ö æ ö= - = -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 

 

(5.75)

(5.69)を用いて、

( )

( ) ( )

( )

2

2

2

2

2

2 int 00
0

2 int0

0

lim exp

1     lim exp lim  

1     lim exp lim

     lim lim

ab b a b at

b a b a a b b bt
a

b a b a b at
a b

b a t

iS E E t

i E E t H H E
E H i

i E E t H
E E i

e

e

e

j y

j j y j j
e

j j j y
e

j j

+

®¥

+

®¥ ® +

+

®¥ ® +

®¥ ®

æ ö= -ç ÷
è ø

æ öæ ö= - + =ç ÷ç ÷ - +è ø è ø
æ öæ ö= - +ç ÷ç ÷ - +è øè ø

= -







( ) 2

int

exp b a

b a
b a

i E E t
H

E E i
j y

e
+

+

æ ö-ç ÷
è ø

- -


(5.76)
を得る。ここで、(5.127)を用いて、



11/20 平成 29 年 3 月 24 日(金)午前 11 時 25 分 第五章 相互作用表示（次元あり）

【安江正樹＠東海大学理学部物理学科】

( )
( )

2

2

0

exp
lim lim 2

b a

b at
b a

i E E t
i E E

E E ie
p d

e®¥ ® +

æ ö-ç ÷
è ø = -

- -
 (5.77)

を用い、最終的に、S 行列の要素が

( ) int2ab b a b a b aS i E E Hj j p d j y += - - (5.78)

とわかる（問題１８―Ｂ））。ここに、

 ( )b aE Ed - によりエネルギー保存則が自動的に保証される

ことに注意する。

S 行列と相互作用

S 行列は、(5.25)より

( ),DS U= ¥ -¥ (5.79)

で表される。ここで、in 演算子を用いて記述するために、 ( ) ( )t+W を考えると(5.42)で決められ

るので、(5.43)の ( )IH t を用いて in 演算子で表した ( )IinH t を用いて

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0,
i iHt Ht

Iin Dti t H t t t e Ue
-+ + + ++ W W =¶ W = W Ü -¥W =   (5.80)

を得る（問題９）。従って、 ( ) ( )t+W は、in 演算子を用いた ( )IinH t で表され、 abS として

( ) ( )limab b at
S ty y++ +

®¥
= W (5.81)

を導くことができる。その結果

 abS を in 演算子を用いて記述

できる。このことを導くために、S 行列と ( ) ( )t+W との関連を調べる。まず、

( ) ( )b aty y++ +W (5.82)

の要素を評価すると

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
                       

a a a
b a

b a

H Ei i iHt Ht E E t

b a b a b a

i E E t

b a

t e e e

e

y y

y y y y y y

j y

+ +=
- -+ + ++ + + + + +

- +

W = W = W

=

  



(5.83)

を得る（問題１０）。(5.69)を用いて
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( ) ( ) ( ) ( )

( )0

int0
0

int
0

1lim

lim

b a b a

b b b b a

i iE E t i E E t

b a b a b a a
a

iH E E E t

b a b a
a b

t e e H
E H i

He
E E i

e

j j

e

y y j y j j y
e

j j j y
e

- -++ + + +

® +

= - +

® +

æ ö
W = = +ç ÷- +è ø

æ ö
= +ç ÷- +è ø

 



( ) int

0
     limb a

i E E t b a
b a

a b

H
e

E E ie

j y
j j

e

+
-

® +
= +

- +
 (5.84)

である。ここで、 b aj j より a bE E= を用いた。また、(5.127)より

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

int0

int

lim lim

                             lim lim  

                             2

lim lim

b

a

a

bE E

a b
a b

b

i E E t

b a b at t
i t

b a b at

b a b a

b a b at

a

t e

e H
i

i H

t

E E
E E

E E

e

y y j y

j j j y
e

j j p j y

y y j

d

j

-

-++ + +

®¥ ®¥

+

®¥ ® +

+

++ +

®-¥

W =

= +
+

= -

W = +

-

-




と の順序に注意

( )

int0
lim

b a
i E E t

b a b at
a b

e H
E E ie

j y j j
e

-

+

®-¥ ® +
=

- +



(5.85)

を得る（ ( )lim b ai E E t
b at

e j y- +

®¥
以降の計算は(5.76)と同じである）(5.78)と比較して

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0  ,lim
i iHt Ht

ab b at DS t t e e Uy y
-+ ++ +

®

+ +

¥
= W ÜW W =W= -¥  (5.86)

を得る（問題１１）。つまり、

( ) ( )lim
t

S t+

®¥
= W (5.87)

である。(5.49)に注意すると、(5.86)における ,a by + はHの固有状態であるが、同時に

 ( ),a b ty + は ( )0 0inH の固有状態である

ことがわかる。結局

 ( ) ( )limab b at
S ty y++ +

®¥
= W において、 ,a by + も ( ) ( )t+W も in-自由場の量で決定される

ことがわかる。一方、

 ( ),ab b D aS Uj j= ¥ -¥ は、 ( ) ( ) ( )
0

0 0, 1 ,
t

D D Dt

iU t t dt H t U t t¢ ¢ ¢= - ò であり、 DH には、

0 int 0exp expD
i iH H t H H tæ ö æ ö= -ç ÷ ç ÷

è ø è ø 
のように相互作用 intH を含むので、 ( ),DU ¥ -¥ は、自

由場では記述できない

ことになる。
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さて、 ( ) ( )t+W は(5.80)の

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0,
i iHt

D

Ht

t Iin Ui t H t t t e e ++ + -+ + W¶ W = W ÜW = W = -¥  (5.88)

に従って発展する。また、

 t®-¥で ( ) 0IinH t ®

に注意すると、

( ) ( ) I+W -¥ = (5.89)

がわかる。(5.88)解は、(5.16)と同様

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
t

Iin
it dt H t t+ +

-¥
¢ ¢ ¢W = - Wò (5.90)

になる。そこで、

( ) ( ) ( )
0

0 0, 1 ,
t

Iint

iU t t dt H t U t t¢ ¢ ¢= - ò (5.91)

とすれば、

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0

0

0

0

lim ,
  

lim lim lim
0,

, ,

i iHt Htt

t t t

D

t U t t
t e e

S t U t t U
U

+

-®-¥ +

+

®¥ ®¥ ®-¥

++
W =

ÜW =
= W = =

W -
¥

= ¥
-¥

W 

(5.92)

になる。この ( )0,U t t に逐次近似を用いると

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0 0

0 0

0 0

, 1 1 ,

, 1 1 1 ,

             

t t

Iin Iint t

t t t

Iin D Iint t t

i iU t t dt H t dt H t U t t

i i iU t t dt H t dt H t dt H t U t t

¢

¢ ¢¢

é ù¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢= - -ê úë û
é ùé ù¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢= - - -ê úê úë ûë û

ò ò

ò ò ò

 

  


(5.93)

であるので、

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0 0 0

1 2

0 0 0

2

0 1 1 1 2 1 2

3

1 2 3 1 2 3

, 1

                 

                 

t t t

Iin Iin Iint t t

t t t

Iin Iin Iint t t

i iU t t dt H t dt dt H t H t

i dt dt dt H t H t H t

æ ö æ ö= + - + -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

æ ö+ -ç ÷
è ø

+

ò ò ò

ò ò ò

 




(5.94)

を得る。ここで n番目の積分

( ) ( ) ( )1 1

0 0 0
1 2 1 2

nt t t

n n Iin Iin Iin nt t t
I dt dt dt H t H t H t-= ò ò ò  (5.95)

に注目する。場の理論では、時間の順序（因果律）が重要になり、この積分は
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( )1> j jt t j n- £ (5.96)

の条件の下で実行される必要がある。この条件は、ステップ関数（階段関数） ( )tq で表すこと

ができ、(5.95)は

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 2 1 2 2 3 1 1 2

t t t

n n n n Iin Iin Iin nt t t
I dt dt dt t t t t t t H t H t H tq q q -= - - -ò ò ò   (5.97)

となる（問題１２）。ここに

( ) ( ) ( )1   0 ,   0  0t t tq = > = < (5.98)

である。ところで、 ( )Iin jH t の入る順番は任意なので、すべての異なった順番を考慮すると、同

じ積分は、すべての順列（Permutation）を
P
Sで表すと

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 3 1 1 2
0 0 0

1 2
1
! n n n

t t t

n n Iin Iin Iint t t
P

I dt dt dt t t t t t t H t H t H t
n a a a a a a a a aq q q

-
= - - -åò ò ò  

(5.99)
になる。具体的には、 3n = の場合

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0
3 1 2 3

1 2 2 3 1 2 3 2 3 3 1 2 3 1

3 1 1 2 3 1 2 2 1 1 3 2 1 3

3 2 2 1 3 2 1 1 3 3

1
3!

      

t t t

t t t
P

Iin Iin Iin Iin Iin Iin

Iin Iin Iin Iin Iin Iin

Iin Iin Iin

I dt dt dt

t t t t H t H t H t t t t t H t H t H t

t t t t H t H t H t t t t t H t H t H t

t t t t H t H t H t t t t

q q q q

q q q q

q q q q

=

- - + - -

× + - - + - -

+ - - + -

åò ò ò

( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 2Iin Iin Iint H t H t H t

ì ü
ï ï
í ý
ï ï-î þ

(5.100)
である。(5.99)をもう少しコンパクトに

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

1 2 2 3 1 1 2

1 2 1 2

1 2

1
!

   

        
n n n

t t t

n n Iin Iin Iin nt t t

Iin Iin Iin n

Iin Iin Iin
P

I dt dt dt P H t H t H t
n
P H t H t H t

t t t t t t H t H t H ta a a a a a a a aq q q
-

=

*

= - - -

ò ò ò

å

 



 

(5.101)

と表す（問題１３）。もちろん、時間の順序がわかっているときには、単純に

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2   Iin Iin Iin n Iin i Iin j Iin k i j kP H t H t H t H t H t H t t t t= > > > >     (5.102)

である。(5.101)を用いて、(5.94)は

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

0 0 0

0 0 0

2

0 1 1 1 2 1 2

1 2 1 2
0

1 1, 1
1! 2!

1           
!

t t t

Iin Iin Iint t t

n
t t t

n Iin Iin Iin nt t t
n

i iU t t dt P H t dt dt P H t H t

i dt dt dt P H t H t H t
n

¥

=

æ ö æ ö= + - + - +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

æ ö= -ç ÷
è ø

ò ò ò

å ò ò ò


 

 


(5.103)
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と表せることになる。形式的に

( ) ( )
0

0, exp
t

Iint

iU t t P dt H tæ ö¢ ¢= -ç ÷
è øò (5.104)

で表せることがわかる。 ( )IinH t は

( )intIin inH H j= (5.105)

であり、(5.9)を用いると

( ) ( )( )intIin inH t d xj= ò xH (5.106)

により、 ( )0
0x x ct= = として

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

4
0 in int, exp  with   

ct

I Iin inct

iU t t P d x x t x
c

jæ ö= - =ç ÷
è øò

H H H (5.107)

である。

Ｓ行列とフェルミオン

さて、(5.102)からわかるように演算子Pは場を交換する。また、 ( )inI xH は

( ) ( )
2

2† 0 †
in 0:I in in in in in in in in in in in

eq eq eq
x i A A A A Af f ym m

m mf f f f f yæ ö
= - ¶ - ¶ - +ç ÷

è ø


  

H :iny (5.108)

フェルミオン演算子 ( )xy を含む。1 ところが、フェルミオンの場合は、交換により符号が変

わる。この効果を取り入れた演算子Pを演算子Tといい、

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2   Iin Iin Iin n P Iin i Iin j Iin k i j kT H t H t H t H t H t H t t t td= > > > >     (5.109)

で定義され、符号の効果は形式的に Pd で表している。これを

 Ｔ積(Time-ordered product)
という。具体的に 2n = の場合

( ) ( ){ }, 0x yy y = (5.110)

を満たす ( )xy に対して、

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

 if 

                        if 

T x y x y x y

y x y x

y y y y

y y

= + >

= - >
(5.111)

                                           
1 以降、場の添え字 in を省略する。
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である。(5.110)に注意すると

( ) ( )( ) ( ) ( )T x y x yy y y y= (5.112)

と表せることがわかる。また同様にして

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

 if 

                        if 

T x y x y x y

y x y x

y y y y

y y

= + >

= - >
(5.113)

がわかる。この場合は、 ( ) ( )( ) ( ) ( )T x y x yy y y y= とはならないことに注意する。以上から、

考察すべき S 行列は

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

4
0 int

,

, exp  with  
t

Iin Iin int

S U

iU t t T d x x x x
c

j

= ¥ -¥

æ ö¢ ¢= - =ç ÷
è øò

H H H
(5.114)

なる。
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Appendix 1:ゲージ不変性

ゲージ変換は、【第四章 電磁量子場：ベクトル場】の(4. 151)で定義された形式で

( ) ( ) ( ) ( )exp   for ,  em
qx i x x q eQj q j j f yæ ö¢ = - = =ç ÷

è ø
(5.115)

の変換を引き起こす。回転角qが ( )xq のように xに依存することに注意する。この変換で(5.4)は

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2cx D x x i x Dm mf f yæ ö¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= - +ç ÷
è ø

L ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
4

mcx x x F x F xmn
mny y y¢ ¢ ¢ ¢ ¢- -


(5.116)

になる。ここで、

( )em
eD i Q A xm m

m¢ ¢= ¶ +


(5.117)

である。また、 ( )A xm¢ は【第四章 電磁量子場：ベクトル場】のゲージ変換(4. 150)：

( ) ( ) ( )A x A x xm m m¢ = + ¶ L (5.118)

で与えられ、

( ) ( )x x¢ =L L (5.119)

になるように調節される。また、Dmは、

( ) ( ) ( ) ( ) for exp  em
qU U i x eQx qxj j qæ ö= = - =ç ÷

è ø
¢


(5.120)

と同じ変換性：

( ) ( )UD x D xm mj j=¢ ¢ (5.121)

をみたすように定義される。つまり、

( ) ( )x xqL = (5.122)

の時、(5.119)が成立する（問題１４）。

Appendix 2:δ関数

(5.77)を導く。

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( )

0

0 0

0

0

0

0

exp
lim lim exp exp

   lim exp exp

   lim exp

b a

b a b a
b a

b a b a

t t

b a

i E E t
i i iE E t E E i t dt

E E i

i i iE E i t E E i t dt

i i iE E i t t dt

e e

e

t

e

e
e

e e

e

® + ® +
-¥

® +
-¥

¢= +

® +
-¥

æ ö-ç ÷ æ ö æ öè ø ¢ ¢= - - -ç ÷ ç ÷- - è ø è ø

æ ö æ ö¢ ¢= - - - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

æ ö¢ ¢= - - + =ç ÷
è ø

ò

ò

ò


  

  

  
( )

0
lim exp

t

b a
i E E i d

e
e t t

® +
-¥

æ ö- -ç ÷
è øò 

(5.123)
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これから、d 関数の定義式

( ) ( ) ( ) ( )1 1exp ,  
2

x ixk dk ax x
a

d d d
p

¥

-¥

= =ò (5.124)

に従って（問題１９－A）

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

exp exp
lim lim lim lim

1          lim exp 2 21

b a b a

t t
b a b a

b a b a b a

i iE E t E E i t

E E i E E i

i i iE E i d E E i E E

e e

e

e

e e

e t t pd p d

®¥ ® + ®¥ ® +

¥

® +
-¥

æ ö æ ö- - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø=

- - - -

æ ö= - - = - = -ç ÷
è øò

 

  


(5.125)

になる（問題１９－B）。一方、

( ) ( )

( )

0 0

0

exp exp
lim lim lim lim

           lim exp 0

b a b a

t t
b a b a

b a

i iE E t E E i t

E E i E E i

i i E E i d

e e

e

e

e e

e t t

®-¥ ® + ®-¥ ® +

-¥

® +
-¥

æ ö æ ö- - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø=

- - - -

æ ö= - - =ç ÷
è øò

 

 

(5.126)

以上から

( )
( )

( )

0

0

exp
lim lim 2

exp
lim lim 0

b a

b at
b a

b a

t
b a

i E E t
i E E

E E i
i E E t

E E i

e

e

p d
e

e

®¥ ® +

®-¥ ® +

æ ö-ç ÷
è ø = -

- -

æ ö-ç ÷
è ø =

- -





(5.127)
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第５章問題

１）Ａ）(5.7)を導け。

Ｂ）(5.7)の電磁場のエネルギー密度に対応する量 ( )0 0
0

0 0

1 1
4em

AF F A A
x

m
mn

mn m mm m
¶

= - ¶ - ¶
¶

H を

計算して ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0

1
2em

A xA x
A x A x

x x

m
mm

mm
æ ö¶¶

= - Ñ Ñ +ç ÷¶ ¶è ø
H になることを示せ。

Ｃ） 4
emd xò H を(4.9)に従って ,E Bで表せ。

２）(5.12)を導け。

３）(5.14)を証明せよ。

４）(5.19)を導け。

５）Ａ）(5.25)を導け。

Ｂ）自由場である aj は完全直交性（ a a
a

Ij j =å ）を満たすが、対応する相互作用を受

けている状態の ay + は、一般的には完全直交性（ a a
a

Iy y+ + =å ）を満たさない。その

理由を考えよ。具体例として、電子と陽子の２体系を考えてみるとよい。

Ｃ）(5.27)を導け。

Ｄ）(5.29)を導け。

６）(5.26)の ( )0, a a
a

U y j+-¥ =å をもちいて、(5.34)のときに(5.35)が成立することを示せ。

( ) ( )† 0, 0,U U-¥ -¥ と ( ) ( )†0, 0,U U-¥ -¥ を調べるとよい。

７）Ａ）ハイゼンベルグ表示での演算子は(5.40)であることを示せ。

Ｂ）(5.42)を導け。

８）Ａ）(5.46)を導け。

Ｂ）(5.48)を導け。

Ｃ）(5.49)を示せ。

D）(5.43)を場に適用し ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1  with , ,  ,in t t t t x x A x x tmj j j f y+ + -= W W = = x に

注意して(5.51)を導け。

９）(5.80)を導け。

１０）(5.83)の ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,b a
i i i i iE E t Ht Ht Ht

b b D

Ht

a a Ut e t e e e ey y j y
- - -+ + ++ ++ æ ö

W = W = =ç ÷
è ø

W -¥     を導

け。

１１）(5.85)の導き方に習って、 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,
iHt iHt

Dt e e U
-- - -W = W W = +¥  を用いて
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( ) ( ) ( ) ( )lim ,  limb a ab b a b at t
t S ty y y y j j- -- - - -

®-¥ ®¥
W = W =

を導け。(5.127)式はそのまま使えないので、対応する公式を導く必要がある。

１２）(5.95)と(5.97)が同じであること、(5.96)に注意して示せ。

１３） ( ) ( )( )
0 0

2 1 2 1 2
1
2

t t

D Dt t
I dt dt P H t H t= ò ò を計算すると ( ) ( )1

0 0
2 1 2 1 2

t t

D Dt t
I dt dt H t H t= ò ò になることを

示せ。

１４）(5.119)が成立することから(5.122)を導け。

１５）(5.54)から(5.55)を導け。
0 0

t t

t t

dt dt dt
-¥

-¥

¢ ¢ ¢= +ò ò ò に気がつくとよい。

１６）(5.64)を導け。

１７）(5.69)の導出法に習って(5.70)を導け。

１８）(5.71)を用いた導出法に習って、

Ａ） ( )
1

1lim 0,ab b at
S U ty j-

®-¥
= を導け。

Ｂ）Ａ）と(5.70)を用いて、(5.78)に対応する表式を導け。

１９）Ａ）(5.124)を利用して

( ) ( )1ax x
a

d d=

を導け。

Ｂ）(5.125)で使う結果

( )( ) ( )( )exp
exp  for 0

ta i t
a i d

a i
e

e t t e
e -¥

-
= - >

- ò

を確認せよ。


