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付録 Dボゴリューボフ変換とフレーバー

f個のフレーバーの生成・消滅演算子

生成・消滅演算子の â と †â のユニタリー変換 U は

 パラボーズ粒子（ †ˆ ˆ, 1a aé ù =ë û に依存しないボーズ粒子）に対して
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 パラフェルミ粒子（{ }†ˆ ˆ, 1a a = に依存しないフェルミ粒子）に対して
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である。f 個の組の â と †â を ( )†ˆ ˆ,   1k ka a f f=  とするとき、(1.1)と(1.3)の

 演算子 †ˆ ˆ,a a をそれぞれ f 行の列ベクトル

 係数( , ,a q e )をそれぞれ f 行 f 列の正方行列(実数条件: , , m m m m m ma a q q e e* * *= = =     

 演算子( , ,N L M )をそれぞれ f 行 f 列の正方行列

と見做せばよい。従って、f 個の組の â と †â を ( )†ˆ ˆ,   1k ka a f f=  とするとき、(1.1)と(1.3)は

 パラボーズ粒子・パラフェルミ粒子に対して
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(*)ここで、(1.3)を(1.1)に拡張しておく。(1.3)に於て対応する M は [ ]ˆ ˆ, / 2 0M a a= = (や L)なので、(1.3)に

M(や L)は無いが、フレーバーがあると [ ]ˆ ˆ, / 2 0k kM a a= ¹  (や
† †ˆ ˆ, / 2 0k kL a aé ù= ¹ë û  )が可能になる。
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とする。(1.5)より、 †ˆka¢ と †U は m ma a* =  等に注意して
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を得る。従って
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まず、ボーズ粒子・フェルミ粒子の交換関係： †ˆ ˆ,k ka a d¢ ¢é ù =ë û  、 [ ]ˆ ˆ, 0ka a¢ ¢ = や{ }†ˆ ˆ,k ka a d¢ ¢ = 、

{ }ˆ ˆ, 0ka a¢ ¢ = からの条件を調べるために、[A,B]-=AB-BA=[A,B], [A,B]+=AB+BA={A,B}の統一記法
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がわかる。その結果、(1.5)の U より
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を用いると、 m mM Mk= の時に
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となる。U に現れる mM  には ( )  0m m m mM M M Mk= - Þ ± =    の制限が掛かる。以上から

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) †

1

0 

ˆ ˆ0  for ,
k k k k

m m m m k k

i i i i

M M M M a a
k

q e k q e q e k q e

k k d
=±

+ + + = Þ + = - +

é ù+ = Þ = - =ë û

   

     

(1.13)

である。以上が、ボーズ粒子とフェルミ粒子の場合である。

ユニタリー演算子
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k
= 、 † †ˆ ˆ, 0ka a

k
é ù =ë û に依らない結果

パラボーズ粒子とパラフェルミ粒子に拡張するため、以降、 †ˆ ˆ,k ka a
k

dé ù =ë û 、 [ ]ˆ ˆ, 0ka a
k
= 、

† †ˆ ˆ, 0ka a
k

é ù =ë û の条件は使用せずに、(1.5)、(1.7)と(1.13)のみ使用する。従って、条件は

 † ˆ ˆk kU a U a¢= 、 † ˆ ˆk kU a U a¢=

になる。これらから、ユニタリー演算子 , ,m m mN M L   の性質が求められる。

†U U I= を要請

(1.7)より
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を得る。(1.14)に於て
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である。これより
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である。

†ˆ ˆk ka U a U¢ = を要請

(1.5)より、L,M 及び N への条件が現れる。つまり、
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である。両辺を比較して
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を得る。以上から、(1.13)と(1.15)と共にまとめると
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を得る。

Lie代数の交換関係

(1.20)に、ヤコビ恒等式(Jacobbi identity):
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ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ  

,

,

,

,

m mk n

n m nk mk m j j m

n km j m kn

n km m kn kn m km n

mn

j kn m j km n j

j

kj m kj n j m j

k n m

n

k m

a a

N a a

N a N a

N N N

a

N a N

N

M

a a a

N

a

a

L

d kd kd

kd

d kd kd d d

d k

d d

d kd

d

d

d

d kd

d

-

é ù= - + + - Ü = -ë û
é ù é ù é ù é ù= - - +ë û ë û ë û ë û

é ù= ë û- +

=Þ

-

-

   

   

   



 

 

[ ] ,
kn kn m km n

k mn km n kn m n km m kn

N N N

L M N N N Nd kd d

kd

kd

d

Þ -

-

= - +

+

+  









(1.26)

[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] [ ]

† †

† † † † †

†

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , 0 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ , , , 0 ,, 0

 , 0 , 0

mn k j k j mn j mn k k j kj j k

j mn kj j k k mj n nj m k j

mn k mn

mn k

k mn n

L L a L a L a L L L a a

L L

a

a L a a L a a L a

L L M M M L

d kd

d kd d kd

é ù é ùé ù é ù é ù é ù+ + = Ü = - -ë û ë û ë û ë ûë û ë û
é ù é ù é ùé ù = - - + - = Ü =ë û ë û ë ûë û

= Þ = Ü =



     

   

 



m

(1.27)

より

[ ]
[ ] [ ]
[ ]
[ ] [ ]
( )

†

† †

, ,  

, ,  ,

,

, , 0,  ,  ,  

 0,  0

k mn m kn kn m m m

k mn nk m n mk k mn mk n m kn

k mn km n kn m n km m kn

mn k mn k m m m m

mn nm mn nm

N N N N N N

L N L L M N M M

L M N N N N

L L M M M L L M

L L M M

d d

d kd d kd

d kd d kd

k k

= - =

= - + = -

= - + - +

= = = =

* + = + =

    

     

    

     

(1.28)

を得る。。

Lie代数と生成・消滅演算子

フレーバーが 1(f=1)のボーズ粒子の場合に

{ } { } { }† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1,  ,  
2 2 2

ˆ, , ,aL Na a a a aM= = = (1.29)

であったので、生成・消滅演算子では、 , ,L M Nh を定数として

[ ]† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,1 1 1,  ,  
2 2 2k L k kk kM N kL M Na a a a a a

ss s
h h h

=±=± =±
é ù é ùë û = ë= û=     (1.30)

と類推できる。ここに

 1s = ･･･ボーズ粒子、 1s = - ･･･フェルミ粒子 s kÞ = -

に注意する。この設定が ,  ,  k k kL M N  の満たす関係式を再現する。実際、
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( ) [ ]

[ ]( )

( )

†
† †

† † †

†

†

†

†
†

†

1 1
2 2
1

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ,

1
2 2
1 1 1
2 2 2

,

k k

k k

k L L k

k M M k

k N k kN k

a a a a M

a a a a M

a a

L

M

N a a N

ss

s s

s s

h h

h h

h h

é ù = =ë û

é ù= =ë û

é ù é ù= =ë û ë

=

=

= û

 



 

 

   

 (1.31)

より(1.20)の † † †,  ,  m m m m m mN N M L L M= = =      を満たし

[ ] [ ]

† † † †ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

1 1
2 2
1 1
2 2

k L L k

k M M k

k k

k k

a a a a

a a a a

L L

M M

s s

s s

s k

s k

h h

h h

é ù é ù= = -ë û ë û

= =

=

-=

 





 





(1.32)

より、(1.20)の 0,  0m m m mL L M Mk k+ = + =    を導く。最後に、(1.28)は、(1.21)を用いれば

[ ]

[ ] [ ]( )( )
[ ]( )

† † †

† † † †

† † † †

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ , , ,

1
2 2

2

, , ,
2 2

k mn k m n k m n n m

k m n m k n k n m n k m

k m n k n m m

N
N

N

N N
k n m

N N N a a N a a a a

N a a a N a N a a a N a

N a a N a a a a a
s

s

ss

hh

h
s

h hs

s

d d

=±

é ù é ù+ + +ë û ë û

é ùé ù é ù é ù+ +ë û ë û ë ûë û

é ùé ù é ù= = +ë û ë ûê úë û

=

= = -

  

   

  



( )
† †

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2

 , , OK!!!

kn

m k n kn m m kn kn m
N N

a

a a a a N N

s

h h
d d d dé ù é ù= - - Þë û ë û

é ùë û

=



   

(1.33)

[ ]

[ ] [ ]( )( )

† † †

† † † †

†

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

1
2 2

2

2

, , , ,

ˆ ,

k mn k m n k m n n m

k m n m k n k n m n k

m

N

k

N

N

m

NL N L a a L a a a a

L a a a L a L a a a L a

L a

s
shh

h s

h

=±

é ùé ù é ù= = +ë û ë ûê úë û

é ù é ù+ + +ë û ë û

é ù

=

= ë û

  

   





[ ] ( )

( )

† † † †

† † †

ˆ ˆ ˆ ˆ,
2

2

ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ,
2

,

n m k n m kn n k

kn m n m k n

N

N N NL L

L L
k m n mk L N

L

a a L a a a a

a a a a L L

s

s s

ss

h

h

d kd

d kd d kd h hh hh h
h h h

æ öé ù é ù+ç é ù= - -ë û

é ù

÷ë ûê úë ûè

é ù= - + = - + Þ =ë û ë û

ø  

   

(1.34)

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]( )( )

[ ] [ ]( )
( ) ( )( )† † † †

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ , , , ,

ˆ

1
2 2

2

ˆ ˆ ˆ , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

,
2

ˆ ˆ,
2

,

k mn k m n k m n n m

k m n m k n k n m n k m

k m n m k n

km m k n m

M
M

M

M

M
kn n k

L M L a a L a a a a

L a a a L a L a a a L a

L a a a L a

a a a a a a

s

s s

s s

s

d kd d k

hh

h s

h

h d

=±

+

é ù= = +

+ +

é

ê úë û

=

=

= - - -

ù é ù+ë û ë û

é ù é ù-+ë û ë û

  

   

 

   



( ) ( )( )† † † † ,
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,km m k n m k
NM

n k
N

na a a a a a
s s

d kd dhh
h

kdé ù é ù+ë= - - û ë û- -   
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† † † †

† † † †

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2

, ,

2

2 2 2
, ,

2

2

km n m k n kn m n m k

km n m k n kn m n k m

N N N NM M M M

N N N N

N N N NM M M M

N N N N

a a a a a a a a

a a a a a a a a

s s s s

s s s

h h h hh h h h
h h h h

h h h hh h

d kd d kd

d kd d s kdh
h

s h
h h h

é ù é ù é ù é ù= - + - +ë û ë û ë û ë û

é ù é ù é ù é ù= - + - +ë û ë û ë û ë

   

    sû

( )km n m kn kn m n km M
M

N
NN N N N

s k
d kd kd d h hh

h

=-

= - + + - Þ =    (1.35)

[ ] † †ˆ ˆ, , ,
2

01
k mn k m nLL L L a a

s
h

=±

é ùé ù= =ë ûê úë û
  (1.36)

[ ] [ ]ˆ1
2

ˆ, , , 0k mn k m nLM M M a a
s

h
=±

é ù= =ê úë û
  (1.37)

と、(1.28)を再現する。つまり、 L M Nh h h h= = =

[ ]† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1,  , , ,,  
2 2 2k k kk k ka a a a aL aM N

ss s
h h h

=±=± =±
é ù é ùë û ë û= = =     (1.38)

を得る。更に、(1.21)より[ ]ˆ,m kN a は

[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
[ ]

† † † † † †

† † † † † † †

†

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

1 1
2 2

1
2
1 ˆ , ,
2

ˆ

m k m m k m k k m m k k m

m k k m k k m m k k m k k m

m k k

N a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a
k

s s

k k

h

h k

h

h

k

é ùé ù= + = - + -ë û ë û

é ù= + - + - + - +ë û

= -

      

      

 [ ]† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,m m k k ma a a a a a a a
kk k

æ öé ù é ù+ +ç ÷ë û ë ûè ø
  

(1.39)

であるが、ボーズ粒子とフェルミ粒子に対して

[ ]† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,  , , 0k k k ka a a a a a
kk k

d
=±=± =±

é ù é ù= = =ë û ë û    (1.40)

に注意して

[ ] ( )( )ˆ ˆ ˆ ˆ, 1
2m k k m m k k mN a a a ah hd d d== - + - = -    (1.41)

より、(1.21)の[ ]ˆ ˆ,m k k mN a ad= -  は 1h = で満たされる。パラボーズ粒子とパラフェルミ粒子に

拡張して、最終的に

[ ] ( )† † †ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1, ˆ ,  
2 2 2

ˆ, , ,  k k k kkkL M a Na a a a a
ss s

s k
=±=± =±

é ù é ù = -ë û ë û= = =    (1.42)

を得る。

粒子数演算子と生成・消滅演算子

粒子数演算子 N̂ により生成演算子 †â と消滅演算子 âは
† †ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,  ,N a a N a aé ù é ù= - =ë û ë û (1.43)

と定義される。同様に、f 個のフレーバーに対しては、(1.21)より
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[ ] [ ] [ ]
† † † † † †

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
m k k m k k kk k k

m k mk k k kk k k

N a a N a a N a a

N a a N a a N a a

d d

d d

= - Þ = - Þ = -

é ù é ù é ù= Þ = Þ =ë û ë û ë û

    

    

(1.44)

であり、Nkk に対しては、(1.28)より

( )† † †ˆ
2

ˆ,  1
m m kk kk k kk k kN N N N N N a a

s
s k

=±
é ù= Þ = Þ º = = -ë û  (1.45)

[ ]

[ ] ( )

,

0
, 0

0

k mn m kn kn m

kk kk
k m km km mk

N N N N

N N k m
N N N N

k m

d d

d

= -

- = =ì
Þ = - = =í

¹î

  




(1.46)

と導かれる。まとめると、

[ ]

[ ]
( )† † †

ˆ ˆ,

ˆ ˆ,  

, 0

k k k

k k k k k

k m

N a a

N a a N N

N N

ì = -
ïïé ù = =íë û
ï

=ïî

(1.47)

である。以上から、

 エルミート演算子 ( )†
k kN N= は、[ ] † †ˆ ˆ ˆ ˆ, ,  ,k k k k k kN a a N a aé ù= - =ë û より粒子数演算子である

ことがわかる。

パラフェルミ粒子とクリフォード代数:SO(2f+1)
フェルミ粒子の場合に、クリフォード代数が構成できた。それには、

( )

( ) ( )

† † 3 3

1 2

1 1, ,   , 1,2ˆ ˆ ˆ ˆ 2 2,  
2 2 ,  , , 1,2,3

J J Ja a a a i
i J i

mn m n m m m

mn r mr n nr m

g g g m n
g g

g d g d g m n r

ì é ù= = - = =- + ë ûï= = í
ïé ù = - =ë ûî

(1.48)

を要請する。f個のパラフェルミ粒子に用いるため、エルミート演算子
† †

2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ

, 
2 2

k k k k
k k

a a a a
i i

g g-

- +
= = (1.49)

とする。ここに、

 { },m n mng g d= は必要としない

ことに注意する。そして、

( )1 ,  , 1, , 2
2

J f
imn m ng g m né ù= =ë û  (1.50)

( ),J imn r mr n nr mg d g d gé ù = -ë û (1.51)

を設定する。更に

( ) 2 1 2 1 
1  , 1, , 2
2f fJ J fm m mg m n+ += - = =  (1.52)
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と定義すると、(1.50)の ( ),J imn r mr n nr mg d g d gé ù = -ë û から

( ) 2 1  2 1  2 1
1, ,
2 f f fJ J J i J Jmn r mn r mr n nr mg d d+ + +

é ù é ù= = -ê ú ë ûë û
(1.53)

を与えるので

( ) ( )
( ) ( )

( )

 2 1
,

 2 1

                  or 2 1

i J J f
J J

i J J f

i J i J i J i J f

mr ns nr ms

mn rs

ms nr ns mr

nr ms mr ns ns mr ms nr

d d s

d d r

d d d d r s

ì - = +ïé ù = íë û - + = +ïî
= - + + - = +

(1.54)

である。また、

 2 1  2 1  2 1

2 1 2 1  2 1

1 1 1, , ,
2 2 2

1 1 1, , ,
2 2 2

f f f

f f f

J J J iJ

J J J iJ

m r m r m r mr

n r n r n r nr

g g g

g g g

+ + +

+ + +

ìé ù é ùé ù= = =ïê ú ê úë ûïë û ë û
í
é ù é ùï é ù= = - = -ê ú ê úë ûïë û ë ûî

(1.55)

得るので、

( ). two of , , ,  are 2 1J J i J i J i J i J fmn rs nr ms mr ns ns mr ms nrd d d d m n r sé ù = - + + - +ë û (1.56)

である。従って、(1.54)と(1.56)を考慮すれば ( ) ( ) , 1, , 2 1J J fmn nm m n= - = + は

( ). , , , 1, ,2 1J J i J i J i J i J fmn rs nr ms mr ns ns mr ms nrd d d d m n r sé ù = - + + - = +ë û  (1.57)

を満たし、SO(2f+1)を記述する。以降、

 SO(2f+1)の記述を明白に導く(1.57)の交換関係と生成消滅演算子の満たす交換関係

(1.21)との整合性

を議論する。

(1.52)は生成･消滅演算子で表わすと

[ ]

[ ]( ) ( )

[ ]

† †† †

2 1 2 1 2 1 2 1

† † † †

† †

2 1 2 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ1 1,
2 2 2 2 2 2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ     , , , ,
4 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1,
2 2 2 2

k k k k
k k

k k k k

k k
k k

k k k k

a a a aa a a aJ
i i i i i i

a a a a M La a a a
i i

a a a a aJ
i i i

N N

g g

g g

- - - -

- -

æ ö- -- -
= = -ç ÷

è ø

é ù é ù é ù= - + - + = - + - +ë û ë û ë û

- +
= = -

   
 

    

 
 

  

[ ]( ) ( )

[ ]

[ ]

††

† † † †

† †† †

2  2 1 2 2 1

† †

ˆ ˆˆ
2 2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ     , , , ,
4 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ1 1,
2 2 2 2 2 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ     , ,
4

k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k

k k

a aa
i

a a a a a a a a
i

a a a aa a a aJ
i i i i

a a a a
i

M L N N

g g- -

æ ö-+
ç ÷
è ø

é ù é ù é ù= - - - - = - - - -ë û ë û ë û

æ ö+ +- -
= = -ç ÷

è ø

é ù= - - ë û

 

   

   
 



  





( ) ( )† † 1ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
2 kk kk k kM L Na a a Naé ù é ù+ + = - - + +ë û ë û    
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[ ]

[ ]( ) ( )

† †† †

2  2 2 2

† † † †

† †

2 1 2 1 2  2 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ1 1,
2 2 2 2 2 2
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ     , , , ,
4 2

,  
2 2

k k k

k k

k
k k

k k k k

k k k k
k

k

f

k

k f

a a a aa a a aJ
i i

a a a a a a a a
i i

a a a aJ

M

J

L N

i

N

g g

- + +

æ ö+ ++ +
= = -ç ÷

è ø

é ù é ù é ù= - + + - = + + -ë û ë û ë û

- +
= =

   
 

       (1.58)

を得る。まとめると

( )

( )

( )

( )

2 1 2 1

† †2 1 2

2 1 2 1 2  2 1

2  2 1

2  2

1
2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ2  & ,  

1 2 2
2

1
2

k

k
k k k k

k k k k

k

k f k

k k k

k k k k

k k

f

k

k k k

M L N N

M L N N

J
i

J a a a

M L N N

M L

a

N

J J
iJ

J
i

N

- -

-

- + +

-

= - + - +
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である。

(1.51)の基本式 ( ),J imn r mr n nr mg d g d gé ù = -ë û が満たされれば、SO(2f+1)を記述するので、生成･消
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により満たされることが分かる。また、 2  2 1 2 1,k f mJ g+ -é ùë û、 2 1 2 1 2 1,k f mJ g- + -é ùë û、 2  2 1 2,k f mJ g+é ùë û や
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を導く。更に、(1.59)より
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がわかるので、また、(1.28)は ( ), 1, , 2 1J fmn m n = + の交換関係(1.57)を用いて導くこともでき、
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( ) ( )2 1 2 1 2  2 2 1 2 2  2 1 2 1 2 1 2  2 2 1 2 2  2 1

2 1 2 1 2  2 2 1 2 2  2 1 2 1 2 1 2  2 2 1 2 2  2 1

 2 2

   ,
22

kn m m m m m k n k n k n k n

m m m m k n k n k
m k

n k n
n

iJ iJ J J iJ iJ J J
iJ iJ J J iJ iJN JN J

d d- - - - - - - -

- - - - - - - -

= + - + + + + -

+ - ++ + -
Ü = =

  

 


 

 

( ) ( ) ( ) 2 2 22 4mkn m m kn kkn n mN N N Nd d d d= - + -=    (1.69)

より、成立することが分かる。

パラボーズ粒子と擬クリフォード代数: Sp(2f,R)
ボーズ粒子の場合に、擬クリフォード代数が構成できた。それには、

{ } ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

†
1 2

1ˆ ˆ,  , ,  ,  , 1, 2
2

1 , 1, 2 ,  1 , 2,1

0 , 1,1 , 2, 2

a a J Jmn m n mn r mr n nr m

mn nm

g g g g g g g m n

m n m n

m n

é ù= = Þ = = + =ë û

= - =ìï= = -í
=ïî

 



g g

g g

(1.70)

を要請する。f個のパラボーズ粒子に用いるため、エルミート演算子

( )†
2 1 2ˆ ˆ,  1, ,k k k ka a k fg g- = = =  (1.71)

とする。ここに、

 ,m n mng gé ù =ë û g は必要としない

ことに注意する。そして、

{ } ( )1 ,  , 1, , 2
2

J fmn m ng g m n= =  (1.72)

を構成し

( ),  , 1, , 2J fmn r mr n nr mg g g m né ù = + =ë û g g (1.73)

を設定する。ここに

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 , odd,even ,  1 , even,odd

0 , even,even , odd,oddmn nm

m n m n

m n

= - =ìï= = -í
=ïî

 


g g (1.74)

である。そのとき、 ( )J Jmn nm= は
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( ),  with  , , , 1, , 2J J J J J J J J fmn rs mr ns nr ms ms nr ns mr mn nm m n r sé ù = + + + = =ë û g g g g (1.75)

を満たし、Sp(2f,R)を記述する。以降、前節と同様に

 Sp(2f,R)の記述を明白に導く(1.75)の交換関係と生成消滅演算子の満たす交換関係

(1.21)との整合性

を議論する。

(1.72)は生成消滅演算子で表わすと

{ } { }

{ } { }

{ } { }

{ } { }

2 1 2 1 2 1 2 1

†
2 1 2 2 1 2

†
2  2 1 2 2 1

† †
2  2 2 2

†

1 1 ˆ ˆ, ,
2 2

1 1 ˆ ˆ, ,
2 2
1 1 ˆ ˆ, ,
2 2

1 1 ˆ ˆ, ,
2 2

k

k k

k k k

k k k

k k k

k k k

k

k

J a a

J a a

J a a

J a

N

a

M

N N

L

g g

g g

g g

g g

- - - -

- -

- -

= = =

= = = =

= = =

= = =

  

  

  

  



 





(1.76)

を得る。ここに、 2 1 2 2  2 1k kJ J- -=  を満たす。(1.73)の基本式 ,Jmn r mr n nr mg g gé ù = +ë û g g が満たされ

れば、Sp(2f,R)を記述する。実際、[ ]2 1 2 1 2 1,k mJ g- - - 、[ ]2 1 2 2 1,k mJ g- - 、[ ]2 1 2 2,k mJ g-  や[ ]2  2 2,k mJ g に

kM  、 kN  、 kL  の交換関係(1.21)を用いると ,Jmn r mr n nr mg g gé ù = +ë û g g を再現する。ここで、

odd odd even even 0= =g g 、 odd even even odd 1= - =g g に注意して
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g g

g g g g (1.77)

により ,Jmn r mr n nr mg g gé ù = +ë û g g が満たされることが分かる。また、(1.28)は ( ), 1, , 2J fmn m n =  の

交換関係(1.75)を用いて導くこともでき、例えば、
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[ ] [ ]2  2 1 2  2 1

2  2 2 1 2 1 2 1 2 2  2 1 2  2 1 2 1 2 2 1 2 1 2  2

, ,

      

,

     

k mn k m n

k m n m k n k n m n k m

m kn kn m

N N J J J J J J J J

J J J
N

J
N
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d d
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é ù= = = + + +ë û
= + +

-
+

=

 

   

 

g g g g

g g g g (1.78)

より、[ ],k mn m kn kn mN N N Nd d= -  が成立することが分かる。

Sp(2f,R)の拡張

更に、 Jmとして

†
2 1 2

2 1 2,  
2 2 2 2
k k k k

k k
a aJ Jg g-

-

æ öæ ö= = = =ç ÷ç ÷
è ø è ø

(1.79)

を定義すると、 ,Jmn r mr n nr mg g gé ù = +ë û g g より

,J J J Jmn r mr n nr mé ù = +ë û g g (1.80)

を与える。一方、(1.76)より

{ }, ,
2 2

J J J Jm n
mn m n mn

g gì ü
= Þ =í ý

î þ
(1.81)

を得る。(1.81)を交換関係で定義するには、新たに Sm としてしてグラスマン数qと共に

( )S Jm mq q= (1.82)

とすると、(1.80)と(1.81)は

( ) ( ) ( )
( ) ( ) { }

( )
,

 , 1, , 2
,  with , 0

J S S S
f

S S J
mn r mr n nr m

m n mn

q q q
m n

q q qq q q

ìé ù = +ïë û =í
¢ ¢ ¢é ù = =ïë ûî


g g

(1.83)

とまとめれる。実際、

( ) ( )
( ) { }

 2 1  2 1  2 1  2 1  2 1  2 1

 2 1  2 1  2 1  2 1  2 1  2 1

, ,

  ,
f f f f f f

f f f f f f

S S J J J J J J

J J J J J J J

m n m n m n n m

m n n m m n mn

q q q q q q q q

qq qq qq qq

+ + + + + +

+ + + + + +

¢ ¢ ¢ ¢é ùé ù = = -ë û ë û
¢ ¢ ¢ ¢= - - = =

(1.84)

より、(1.81)を導く。また、 ( ) ( ),S S Jm n mnq q qq¢ ¢é ù =ë û 及び ( ) ( ),S S J Jn m nm nmq q q q qq¢ ¢ ¢é ù = = -ë û より、

J Jnm mn= を導く。以上より、Sp(2f,R)の生成子は ( )( ),J Smn m q に拡張され

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) { }

,  with  , , , 1, , 2

,  for 

,  with , 0

J J J J J J J J f

J S S S S J

S S J

mn rs mr ns nr ms ms nr ns mr mn nm

mn r mr n nr m m m

m n mn

m n r s

q q q q

q q qq q q

é ù = + + + = =ë û
é ù = + =ë û

¢ ¢ ¢é ù = =ë û

g g g g

g g (1.85)

を満たすことがわかる。


